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Résumé court 

Soiii con~truisons un hamiltonien effectif à partir de l'intégrale de chemin via la méth- 

orft. .\Ionte-C'aïlo. Cet hamiitonien décrit les phénomènes physiques dans le domaine de 

i j i t ~ e  énergie. SOUE déterminons le spectre d'énergie et les fonctions d'ondes de 

i y 5 r  h e s  quantiques. Les résultats obtenus montrent que cette nouvelle approche lfonre- 

C'iirlu liarniltonienne fonctionne. En mécanique quantique. nous suggérons une  cspres- 

.ion arialytique de I'intégrale de chemin en introduisant une action quantique avec des 

ptr;~mi.ircs rcnorrnaiisés. Nous presentons des résultats numériques pour quelques poren- 

T ici. iw.aus. C'et tc action quantique offre la possibilité de comparer l'évolution classique 

ri <!iiantiqw et permet de quantifier les instantons classiques et éventuellement le chaos 
. . 

f.:assiqiie. Xous investiguons la QCD sur un réseau bidimensionnel en utilisant une ver- 

Ginr! amClioréc des fermions de M'ilson. Yous montrons que la théoric améliorée conduit 

I :  i i r i i b  rAitirtion signiiicative des erreurs dues à la valeur finie [lu pas du réseau. Xous 

i.aiciiioris ie condensat chiral et la masse de I'btat lié quark-antiquark. 'ious aboutissons 

I: iinc lionne coricordance entre nos résultats numériques et les résultats analytiques du 

aiocide cians le continu. 



Résumé 

Dari. cet L P  t hèsc. nous développons une approche non-perturbat ive pour décrire des 5)-F- 

i kilies pn!-si que5 complexes. Les difficultés de  la méthode MontcCario lagrangienne sont 

la rlCtcrniination des fonctions d'ondes d'un systl.me quantique et Iëncrgie des états cs- 

( - i l  6 s .  Ici. rious proposons une nouvelle méthode Monte-Cario hamiltonienne pour calculer 

11) ipcc t re  d'énergie et également les fonctions d'onde. Sous construisons un hamiltonien 

cifccr i f  ayant moins de degrés de liberté que I'hamiltonien original et décrivanr la physique 
. . 

( i t A  tiasw I'ncroie. Dans cette approche. nous nous inspirons formellement des transfor- 

riiatiuii. du oroupe de reriormalisation consistant à construire une suite d'harniltoniem 

(!ii i  r i i i i .  (iitcri\-ent la même physique de basse énergie mais dans lesquels la physique de 

i;m 6 i i < b r - i t .  est p rogress i~~rnen t  éliminée. Sous étudions plusieurs systèmes décrits pa r  

i.; n :<+ani(! i i~ quantique cn déterminant le spectre d'énergie ct les fonctions d'ondc par 

~iiacutiaiisatiori ( i f 2  l'hamiltonien effectif. En mccanique quantique. nous suggérons un(. 

~ ~ : i p r e i i u r i  anai>.riqiic d r  l'intégrale de chemin en introduisan; une action renormalisée. 

1.r- 4 f f i c i i i t c ~  de ia comparaison d'un comportement classique ct quantiquc d'un 5)-&me 

i-t+idriii {laris les différences des structures du langase mat hématique qui  leur corrrespon- 

(im. E;i r n k m i q u e  quantique. le principe d'incerritude inderdit ia connaissance a ia Fois 

(io ici  puiition ct de I'impulsion et pose u n  problème au niveau de la description quan- 

t i q l i . 3  f l  'lin y - i t emc classique chaotique et de la quantification d'un instanton classique. 

LP Cnriiialiime de l'action quantique offre la possibiiité de comparer l'f\.olution classique 

r: c~uarit iquc d *ln  q.stème. Nous déterminons numériquement i'act ion quantique danc le 

(-as { l u  potentiel quartique et nous montrons comment un terme quadratique a b ~ e n t  danc 

l'ac r ion classique esr généré dans l'action quaiit ique. L'instanton classique est une solu- 

r ion  fit. iYqiiation du mouvement classique d'une particule en présence d 'un double puits 

f i t .  p a i r n t  iei iri~.crié. Sous proposons üne expression de son a n a i o q e  quantique en  soiu- 

i ii,ii~ia~it 1'Sqiiation du mouvement d é r i ~ é e  à parîir de I'actiori 

C u n c  noui+cl!e méthode de quaurification du chaos classique 

q-uant ique. L*ne proposiî ion 

est donnée. La formulation 



dr la QCD sur un réseau espace-temps est une régularisation nun per tu rba tke  de cet t e  

i l i k r i r .  Lei calculs sur ie réseau sont sujets à plusieurs types d'erreurs. Xous étudions la 

Q C D  5111. un réseau espace-temps bidimensionnel en ütilisant une Formulation hamiltoni- 

(tri  nc .  .-\ 'aide d 'un algorithme amélioré de discrét isat ion. nous réussissons a réduire les 

prrriirs dues au réseau dans le calcul des observables physiques. 

Ori peur distinguer deus  directions principales dans ce travaii doctoral. La pre- 

ri1 i i w  di r rc r  ion (soncerne la mécanique quantique où deux contributions originales sonr 

a r t .  La première contribution est la construction d'un hamiltonien effectif à par- 

i ir (ici Irl nititiiode SIunte-Cario. La diagonalisat ion de cet harniltonien donne le spec rx  

i'thii~raie et les fonctions d'onde des sytèrnes quantiques. La dcusième contribution est 

ii: x:sr:uction ci'::nr ac:ior. :enorrnalisée contenant touw l'information quantique. Cette 

. t r . i  ion r~~riorrrialisée a la même structure qiic l'action classique mais cllc difire d e  cci t e  

f ! f 1 r : ? i t b i t h  par i inr  rcnormalisation dr I'energie cinétique et  !*énergie potentielle. Sous forme 

(1 ' :  i : i v  (.cir!ii!ct lire nous établissons une espression analytique de l'ampli tudc de transition 

f7:i riirra II i q i  ic (!liant iuue en fonction de I'act ion renorrnalisée. Sous donnons lin arsumeni 

i i i i i i iGrique cri faveur de la vaiidite de notre conjecture. En déterminant numériquement 

i ' . i ( , t iun renoranilirée. nous pou\-ons comparer l'éïoliition classicpe et quantique d'un q - 5 -  

i ;:rilv r l t  ouvrons ainsi une noui-elle voie 

i(11 l s i e ~ r i ~ ~  direct ion concerne la théorie des 

pi115 par t  iculièrement. la QC'D. Le tramil 

d'interprétation en niécaniquc quantique. La 

champs quantiques sur un réseau cspace-temps. 

original accompli ici. est de démontrer l'utilité 

algorithmes améliorés de ciiscrétisation. En étudiant la Q C D  sur un réseau bidimen- 

-iorinei. noils rriontrons que l'emploi d'une version améliorée des fermions sur le réseau 

p(>rrIifti effect ii-ernent dc réduire iei erreurs dues à la discrétisat ion sans diminuer le pas 

( i u  G e a u .  

L t b  dénominateur commun de cette recherche de doctorat est l'cstirnation des effets 

y I ia nt i que- par une méthode numérique que nous pouvons qualifier de méthoue non- 

pf-m urtmtive.  
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Introduction générale 

L:! iurriiuiation de I'intéqale de chemin de Feynman [Si  . . fournit une  approche qui permet 
1 .  

(11- rc-olidre les prohltmes en mécanique quantique. Elle constitue une approchc alterna- 

: i i... 21 i is met hotlcs canoniques de Heisenberz et Schrodinger. La mét hodc de Fc~nman .  cn 

iiiipli(!!iiiri! la wnnaissance dc l'action classique. est plus intuitive et offre plus d'avantazes 

( .  1 i~ i i t  I I + I  ho& canonique basée sur l'hamiitonicn. C'et te rriét hodc s'al-ère plus appropriée 

! J O U I -  1im1 y a n t  i t icat ion covariante i préservant aussi bien l'invariance relativiste que la io- 

(-;:lit(- (-lc i'tt-pace-temps I dcs théories des champs. Le concept central dans I'approche de  

F t y r i i i i i i  est ic propaeateur quantique contenant route I'information sur ie sy~tèrnc. II 

f.-i intcrprti4 comme la fonction dc Green de l'équation de Sctir6din2er. Étant donné 

(! l i t1 lc propamreitr est la somme des contributions de tous les chemins. le principe de 

- 1  i p q o i i t  ion apparaii espiicitement dans cet te formuiation. La méthode d r  I'inteqraie 

titi r i ir l i i i r i  Fournit 1x1 noiiveau point de \-ue sur le problème. et de là. perme; de su%- 

G r e r  (hi: apprcsiniarions qu'il ne serait pas aisé de formuler autrement. La principale 
. . 

( 1  (.ni r r  t.!les r5 t  celle de la phase stationnaire ou méthode du roi ide Lapiace 1 .  Ln autre 

i:i-iti?iagc csi qu'clle permet de générer simplement le calcul de perturbation. A l'aide des 
. . 

(ii;igranirnes de Feynman. chaque terme de la série des perriirbations a une interpréta- 

L : i  p i~ys iuu t . .  Le concept d u  propagateur et les diagrammes de Feynman qui !ui sont 
. . 

a--tjt.iri _ ; m r  dei éléments indispensabies dans I'esploration de la dynamique pe:turba:il-e 

f i c h  inirracrions fondamentales décrites par la théorie des champs quantiques. L'intégrale 

( i ( 2  cncmin permet dc rraiter des situations où il 1- a des effets topologiques ientrelaccm- 



m t  des rnacrornolécules !?TI. effet Bohm--4harono1- [:30. 41 i. Ces avantages n e  se révèlent 

picinement que dans les situations plus complexes qu'on rencontre en théorie des champs 

tli PR rnecanique star istique. 

Ilaiart! la formulation intuitive des intégrales de chemin de Feynman. leur potentialité 

ri'appiii-arion et ieur importance physique. des difficultés analytiques leurs sont associées. 

1.,i siriiilarit6 f3ntrc. l'intéorale de Feynman et l'intégrale de \Viener est formelle. Si cette 

1 i t l r r i i i r t b  ii lin stat u i  mat hématique bien défini. l'intégrale dc Feyrirnan est eu  r e ~ a n c h e  

i~ririrllc ii cause de la difficulté de sa construction a partir d'une mesure positive et bornée. 

i . ~  i u n h m t i r  mathéniatique des intégrales de chemin est discuté dans l'excellent oui-rage 

-rit-  i i ~  piiysicp:c quantique d e  Glimm et Jaffe j l j .  

L'cl!-aiiia t ion exacte des intéqales de chemin est estrêrnemcnr difficile lorsqu'elles 

-on: appiic!~i+ei: i dci problèmes en mécanique quantique et cn theorie des champs. ( -ne 

riwr h i c  approsirnati1-e d c  leur &-alcation esr le calcul pertiirbarii traditionnel dont la 

i m c  PGI il' ~lih.eloppcmcnt du propagateur en série de puissance de l'interaction contenant 

i f 1  (-oupiarre. Le dévcloppement perturharif est permis lorsque le couplage est faible. Par 

( - 0 i i i  ri3. lorsque ie coupla~e est fort. i t . ~  méthodes pertubat ives ne sont pas applicables. 

h l -  ( -P cas. or1 dit que la dymmique est non-perturbative. Plusieurs variétés très riches 

1 i t l  p tii;tionièncc physiques ont un aspect non-pertubatif. Dan': ie conteste de la rnGcaniquc 

t ~ ~ : m i j u ~  011  de ia ih60rie cies champs. la description des états liés exige une approche 

1 r i - r t  a i i L'aspect non-pertubat i f  de la dynamique des E htorics de jauge non- 

aiklierine est d'un estrcme intérêt physique. Cn exemple important des théories de 

~ R I ~ ? C  non-abéliennes est la chromodynamique quantique. Cette théorie fait l'objet d'un 

flsanieri intmi-e depuis ces deus dernières décennies et reste mystérieuse et fascinante. 

L'iritcraciion dans ia QCD devient forte à large distance. L'aspect délicar dans cetre 

: IiSorii~ rit que les deqés de liberté apparaissant dans le lagrangien i variables micro- 

~ ~ r o p i q ~ i e s :  qiiarks colorés et gluons! ne sont pas les degrés de liberté que nolts observons 

w n i n e  Giat i ph>-siques as!-mptot iques i ~?iriables macroscopiques: hadrons non coiorés 1. 



La coiileiir est confinée d'une manière permanente. La dynamique derrière ce phénomène 

est non-prrt.urbat ive. Le confinement de la couleur existe dans la chromodynamique quan- 

~ i q i i r  piire rie contenant pas de quarks. Si on ajoute des quarks de masse nulle. une autre 

-iirpriic se produit. La symétrie chirale du laçrangien classique est brisée par les ampii- 

: iirle.; dc  t rami t ions ph~~siques. Il s'agit d'un phénomène non-linéaire met tant e n  jeu une 

1 I>.ii;irri iquc non-pert urbat ive. 

Le 1 hème central de ce travail de thèse porte sur la question des aspects ph>.sique-: 

r i ~ i i - p ~ r t  iirbat ifs en mécanique quantique et en théorie des champs. I l  \mise a élaborer tint. 

; ippsoclit~ pour  les décrire. L'approche non-perturbative que nous avons adoptée esi ie 

(.aic-tii numcirique. 

ljnm la partie concernant la mécanique quantique. étant donné le nombre csrrênw- 

rilent 6lcl-i. dc ciqres de iiberte nous avons construit un hamiltonien effectif fin appliquani 

t i t i t h  i i i t ) t  i idr  numtriqile de type Monte-Carlo 1. 12. 13. 1.4;. C'et hamiitonien etTeciif. iiI;c 

* .  

S)i? riiagonaliie. nous a iourni non seulement le spectre à basse énergie des systèmes quan- 

+ i r ! i i e  ~-orisitlért;s mais ézalement les fonctions d'ondes. La construction de l'hamilionien 

t . i i < x c ~ i i "  a t ; r i  realisée grâce à l'é\.aluation de l'intégrale de chemin. L'avantage de cctre 

i:it't tioti(> .\[onte-Carlo hamiltonienne est qu'elle permet de déterminer a la fois le spec- 

i ~ t l  (-i't;~.crgic i contenant l'état fondamental plus queIques états excités) ct les fonctions 
, . 

f :  l ~ r i i i r i .  (.oiitrairemeni à la méthode standard Uonte-Cario lagrangienne qui ne permet 

( i t b  r i c r r r rn  iner que 1'6ner;ie de l'état fondame~tal  et éventuellement la fonction d'onde qui 

hi est asioçicc si cette dernière est positive i n'admettant pas de noeuds 1. 

Sniis  nous sommes ensuite penchés sur  la question fondamentale de la sommabil- 
. . 
i r  1: cir- chemins interisenant dans l'espression semi-ciassique du propagateur i:36. 3S1. Si 
3 1 

I V  :;ierangien csr au moins quadratique. l'expression semi-classique est esacre. Elle fair 

inrcs:-<mir un  seul chemin classique e1 dépend d'un facteur de normalisation et d'action 

c - in~ i i i~ i i c .  Sous a\-oni généralisé ce résultat dans le cas d'un potentiel local quelconque eri 

!iteniirii à Io place de l'action classique une n o u ~ d l e  action que nous avons appelée l'action 



q u  anr iquc ou l'action renormalisée. Sous ayons formulé cet te ;énéralisation sous la forme 

d'une conjecture . Mi. . L'action quantique que nous suggérons contient toute l'information 

quantiaxe et a 1a même structure que l'action classique mais a\*ec des paramètres modifiés 

i niasse. paramèt rer du potentiel 1. Elle difere de l'action classique par une renormaiisa- 

t i o r i  r i e  I'6ncrgie cinét iaue et de !'énergie potentielle. Cet te action quantique offre une 

ptissi i i i i i  t i. de comparer i'évolut ion quantique avec l'évolution classique d'un s!*stème et 

!i(xi-n,ixt r;: r\-en1 ueilement de quantifier dei problèmes classiques comme 1c chaos ou lei 

irisi aritc>!i' 11 7 : .  Soiis n'avons pas de preuves analytiques de la conjecture. mais nous don- 

:ioii> lin argument numérique en sa faveur. L'approche non perturbative dans ia deusiéme 

i>eriit: ( I i i  ce t r a m i l  est justement la détermination numérique de l'action quantique. 

[.a partic roncernant la théorie des champs quantiques a été consacrée à la QCD. 

(;r;ii-r n la lil>crr<; as!-mptotique de la QCD. un calcul perturbatif peut être appliqué pour 

r-itir-ii1t.r les olxrrvabies ph~esiques a haute énergie correspondani a u  régime de coiiplaac 
. .. 1 

i ; i i i>it ' .  La confirmation que la QCD rend compte du   hé no mène de confinement de la 

w i : i t w  ,311 i c i  quarks ne peut être obtenue que par un traitement non-perturbatif dc celte 

î t if 'wri~. +tarit tlonnc que le confinement est une  conséquence de la dynamique des quaricc à 

i);tsst- h c r g i e  correspondant au r é ~ i m e  de couplage fort. La formuiation de ia OCD sur u n  

!+t;waii (\spacr:-temps par Kilson i63j a ouvert les portes pour le traiternenr des phénomènes 

r~o~i-!,(sriiirhatifi: par des méthodes numériques. La QCD sur un réseau espace-temps peut 

;r 1.r 4 1 i i ~ i i ~ c  par ordinateur en appliquant les mf t hodes analogues a celles qu'on ut iiise 

CL iii6cnniqiir statistique. Les méthodes stochastiques de type SIonte-Carlo permettent 

d't;\-iiiuer irs amplitudes de transitions ou les fonctions a n points mai. induisent deus 

r;.+pt3s d'erreurs: les erreurs statistiques et les erreurs dues à la discrétisaiion. Pour que lei 

(Ai-~i l~  iur i~ r c~cau  soient fiables. i l  est important de comprendre l'origine des erreurs. de 

it-1. & + m i n e r  et finalement d'estimer leur influence sur les observables physiques  calculée^ 

rl;imcr~quernent. 

L r  ;&eau est une régularisation ultraviolette de la QCD. Le quadri-vecteur d'énergie- 



impuision est restreint a u  domaine 1 PI 5 i l a .  L'action sur le réseau est définie avec une 

cou p u r r  111 t raviolerte a.  Les grandeurs physiques calcuiées sur le réseau sont sensibles 

; t ~ s  efetl: d e  cet te coupure. L'algorithme amélioré de discrétisation permet de réduire les 

cfci 5 de c e r w  coupure. Autrement dit. elle permet de réduire la violation d'invariance 

TA-iicllc c: garantit une convergence rapide vers la iimite du continu. Le but ultime 

( i t *  (Y- x l ~ o r i t i i n i c ~ .  arnéiiorés esr de minimiser les erreurs dues à la discrétisation sans 

fiiri!iriuer Ic pas di1 réseau pour que le pris des simuiationr Ilonte-Carlu ne soit pas trop 
, . 

( . t ? i i i r ~ i i ~  . Ces algorithmes améliorés sont fondés sur la liberré du chois de l'acrior. 

r i i ! c b  uii l'tianiiltonien nu décrivant ia théorie discrtirisée. En ce qui nous concerne. nous 

;it.uri' 4 tidii. la QCD cn deus dimensions ou encore le modèle de 't Hooft 174. ;.il. Plus 
, . 

~ ) ~ . ~ ~ ( - i i t ~ r i i c r i t .  nous a\.ons in~cstigué la version discrète de cc modèlc cn appliquant une 

q ~ p r o h -  haniiitoriienni L19. 201. Daric cette formulation. le temps est traité cornnie une 

t.ariiii,l<. <.ontiii~ic. mais I'espace est discretiié. Sous avons utilist un harniltonien amélioré 

p!wpiiG par L w  er ni. [IO;:. 

Lii i t i k  .sr organisée comme sui t :  au premicr chapitre. nous tiorinons une introdiic- 

t Ic)ri .-~!i<ral<. i I'intfiqrale d c  chemin. Lcs notions de base comme le propagateur quantique 

t3i - t i i  pr~pri4iJs.  Ir< outils necessairc~. ainsi que les idées qui ont conduit a l'élahorar ion 

fi(. (-riir iipproche sont décrites progressivement. L'accent est mis sur les applications de 
. .. 
! :nt+-iiie dr c.iiemin en mécanique quantique. Le lien formel entre l'intégrale de \\.iener 

9 .. 
i . 1  i iriibgralc dc Fcynman est discuté. L'application de i'approsimation de la phase sta- 

i ionnairc uu la méthode du col à l'évaluation du propagateur quantique est décrite dans 

i i l  ca-. des -~+srFrnes à un delré d e  liberté. A la hn du chapitre. nous discutons brièvement 

1-iida prarion de l'intégrale de chemin a la représentation de la mécanique statistique. 

.hi chapitre 2. nous donnons les motivations et la description de la construction d'lin 

iianiiii onien eifectif a partir d'une action donnée via la mér hode .\Ionte-Carlo. Cet hamil- 

~ o r i i c n  rKocrif décrit les phénomènes physiques a basse énergie. .-\près avoir test; cet 

i;amiltonieri e n  calculant le spectre d'énergie. les fonctions d'ondes et les observables rher- 



riiori~-narniqiies dans les cas du système libre et de l'oscillateur harmonique. nous montrons 

y c  ia méthode fonctionne également dans le cas d'autres potentiels locaus. Deus bases 

(iifi&rcnrcs de l'espace d'Hilbert où !'hamilronien effectif agir ont été utilisées. à sa\-oir une 

i i n x  régulière et une base stochastique. 

. \ i l  r i 6 h i i t  tlii chapitre :3. nous déri\-ons l'espression semi-classique du propagareur quan- 

: icl11~1. c'et:c fmme semi-classique est exacte daris ie cas des hamiltonicns quadratiques. 

- parr ir ( i t ~  c r  résuitac. nous établissons une conjecture postulant une forme similaire 

ilii propagaietir uuantiquc dans le cas d'un hamiltonieri général en introduisant la notion 

(i'at-1 ion rcnorrnaiiste uo action quantiquc. Xous faisons une comparaison de not.re action 

(11  iarit iqiir avcc l'actior! effecti\-e donnée par la t ransforrnée de Legendre de la fonction- 

!icllr oCnOratrice des fonctions de Green connexes. L'expansion perturbative à l'ordre 

{ i ' i i r i v  iwiiclc clil potentiel efrectif est établie. Ensuite. nous confirmons notre conjecture 
. . 

( 1  : ;tidt. ( I I !  cairiii numérique. ;\ l'aide de !'oscillateur harmonique- où l'action quantique 

~ ~ o ï i ! r . i d ~ ~  a\.rç i'actiori classique. noua faisons un  test de l'algorithme que nous avons adapté 

polir A3ermincr l'action quantique. Sous comparons nos résultats numériques avec les 

;>rG(iicr ions de Ia théorie des pertubations en étudiant le potentiel anharmonique. Sous 

pn-~oiii: tmsiiite r t ~ i  porent ici quartique où nous montrons comment un terme quadratique 

,.iltri h i i  l'act ion classique est sénéré dans l'action quantique. Nous procédons ensui tc 

( 1  i'rt i i d e  ( i l 1  (ioii ble piiits de potentiel où une proposition de la quantification de l'instanton 

( - i a r i q i i r  ïst di>nn&. .-\ la fin du chapitre. nous discutons de la possibilité de généraliser 

;;or r<* approche i des systèmes a>-ant plus d'un degré de liberté et de son adaptation à la 

(!ii;iririiication d'un système classique ayant un comportement chaotique. 

l.c h i i i c r  chapitre est consacré a la QCD sur un réseau espace-temps. Cnc descrip- 

; ion (it: la QCD sur reseau est donnée. Sous présentons la manière de discrétirer cette 

i lii'oric. cr les problkmes posés par le réseau comme le dédoublement des fermions. Ia 1-i- 

oiariori d'in\-ariance d'écheilt. et la limite du continu. Soxs discutons les eohtions a ces 

?rohiérriec. S o u  entamons ensuite l'étude de la QCD sur un rcseau bidimensionnel en 



urilisant u n  hamiltonien amélior6. Après une esposirion de la méthode de diagonalisa- 

r ion de I'hamiltonien. nous montrons comment les résultats numériques d u  spectre de 

riiasse cir ce modèle et le condensat chiral peuvent être améliorés. Enfin. dans la conclu- 

sion générale. - noils donnons un aperçu de nos perspectives futures sur  l'estension de nos 

i ratxus. 



1iit.roduction à l'intégrale fonctionnelle 

. \ l ; i ~ -  c.'+>st dans lm rnathématiquf~s que  réside le principe créateur. E n  cc sens. je ciens donc 

pour vrnIr- I ' i r f k  qtic. Ia pensée pure puisse saisir ia rGalitP. arnsi que les Xncicns I'ima5inaienc. 

ALBERT EISSTEIS 

Dni~s  (:r c i i a p i t r ~ .  nous donnons une introduction générale à l'intégrale de chemin. l'accent 

(;:am mi; s i r  ses applications en mécanique qiianrique. 

1.1 Particule brownienne et intégrale de Wiener 

1.1.1 Mouvement brownien et  diffusion 

IIii:oriquement. la îhSorie du mouvement brownien. pour des raison très naturelles. a 

~ - ~ i i i d i  i i ,i considérer les premières intégrales de chemin. Rappeions que les ohservat ions 

1 . i ~  R .  Bron-ri ien 1 W - 2 9 .  ainsi que celles d'autres précurseurs dès le S W - è m e  siècle 
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- . :  
sur  le comportement de petites particules en suspension montrent que celles-ci sont . . 

an irnties ci'un rnouwment très erratique aux propriétés surprenantes. parmi lesquelles: 

. . 
1 1 i i i  trajectoire est si irré-ulière qu'il apparaît impossiblc de définir ses tangentes. 

1 i i  I icc rn~u \~crncn t s  de d e u s  particules browniennes ne sont pas corrélés. 

8 i i i  1 !e rriou\-errienï ne cesse jamais. 

[)ans un 5i;lcic dominc par la mécanique de  Newton. lc point I i I i impossibilié d'asso- 

civ:- liiir vitesse k la particule brownienne 1 pose uri problème tout à fait nou\.cau. Le 

pnirir ( i r a  1.iir q u i  s r  révèle fructueux pour l'étude d'iin tel mou\-ement est celui d'Einstein 

O ! !  I 2 ' .  - .  Eins~e in  abandonne la 1:ision mtcanique au prof t d'une description purement 

pri~ixti)i i istc.  Pour iliustrer ce point de vue. considérons une particule qui peut occuper 

ici- - i i c - b s  r r l  I I I  = 0. = i .  = 2 .  ... I d 'iin réseau ii une dinierisiori. Nous acirnettons q u ' a  

I-i;i:r!iit. r e n i p  h.5. k = 1.2.3. ... elle saute avec une probabilité 1, 2 sur un cite adjacent a 

: ~ i i r t i ~ ~  uii il riroiie 1 marche aléatoire symétrique a iine dimension 1. Si pi 1 7 1 .  kr ! désisne 

;;: ~)i-oimhiiii  b de trouver la parricule sur le site r i 1  au temps kz. nous avons évidcmmcnt 

1 .  

1 iv!iiation de rci.currerice 

Daris ia iimire dti continu 1 - O. r - O avec les quantités r = nl. = k.. D = 

1 - 
- ,, i i sk .  o r 1  \-oit de  i 1.2 j que la distribution limite 
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obCir à I'équat ion différent idle 

C, 8' 
-P(X. d~ 7 )  = D T p i Z .  7 )  dx- 

("wt l'équation de la diffusion de la chaleur et D est la constante de diffusion. La 

4 i i r  ion r l r  1 L .4 t qui satisfait a la condition initiale 

f b i  [II r. - .r,,. 7 icir reprGsente la probabilité conditionnelle de trouver !a particule browni- 

t*n rw flritrtl .i- f a t  r - d.r au temps :. sachant qu'elle se trouvait en xi, au temps 70. Cette 

( ! i i m t  i te. < I ~ i i  joiima u n  r6le fondamental par ia suite. est qualifiée par differenres terrni- 

~ l o i o < ~ i t b '  - C ' ~ V I I  ic p i n t  dr v u e  adoptt;: 

- Si or] rorisidèrc ia trajectoire xi T i d'une particule brownierine cornnie une réaliiat ior, 
. . 

4 :  :in prvrcssiis stochastique markoteien. pr r .  r!xo. 70 I est la probabilité de transition entre 
. . 
iw P; ;iis s,, ( i r  .r dans le temps 1 : - Î,-, '. 

- Di1 o i t  de !-lie des équations différentielles. p(x. :LQ. :u I est appelée solution 

i;)ri(  ianicnr  aie dr I'6uuat ion i i -4 ). 

- i 'iir notation qui permettra de iructueuses analo~ies avec le forinaiisme quantique 

(5: d ' k i r ( :  la relation linéaireentre les densités tie probabilité pc r .  7" i p;, I r I et pi z.. r i G 

L'(3pG:atcur linéaire loi r. :O ! agit sur l'espace des densi tés de probabilité et peut ét re 

iiii!,ciP propagateur de ia particule broivnienne. Si nous notons Ho l'opérateur différentiel 

- Pnrir ~UPIC~UE notions concernant les proccessus ~tochastiques. voir Annexe A .  
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t:11 xdopiarit la notation de Dirac. Sotons la relation 

D a n s  le ianaage des processus stochastiques. 11-11 i est l'équation dc Chapman-Kul- 

:riosorol.. qiii est identique ici à la loi de semi-groupe 1 1.12) pour les propaoateurs. 

1.1.3 Distribwtioii des chernilm browniens 

( 'oriirric ia trajectoire rl ri de ia particuie brownienne est aléatoire. ii est perrincnt de 

Imwr  ia question suivante: comment définir la probabilité d'un chemin et calcuier Ia 

i-zlci:r moyenne ci 'une fonctionnelle Fi ri . 1 I ' siir les chernim browniens 7 

Soli5 commençons par définir la probabilité jointe 

'L? nritatiori indique que F dépend bu cnemic {rf uj. rc. 5 a 5 -) dans scn ensemble. 
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q u ' u n  cilemin i partant de xo en 70) passe entre xl et r l  -dxl en 71. x? et 12 i d x -  en 7 2 .  .... 

.I.,\- el s -ci?\- en 7.y. Pour ceci. nous Faisons l'hypothèse que les déplacements successif's 

1 w ia particule r l  - ro. r ,  - x l .  .... x.\- - - . r .~ - l  sonr des variables aléatoires indépendantes 

1 (:c qui <;qui\.a~it à l'hypothèse que le processus jouit de la propriété de Markoi- 1 .  Ainsi 

Eri irirégrant sur dx l . . .dx.~.  i l  esr clair d'aprcs i 1.6 i que ces probabilités sont bien 
.. . . , 

r iurr~ia l !wer  a i .  

. i l  1 1 1 . 1 3 .  nous p o u w n s  dkjà calculcr Ics valeurs moyennes dc c*ertainei 

f o r i - r  iuririeilr': Fi .rl . i i qu i  nc dépendent du chemin ri. i que par l'entremise d'un nombre 
1 .  n : ~  i ( i f .  r cariip<. r 'rsr-a-aire 

Soi nni la valeur moyenne de F par <Ili,h dl 1 -D F .  nous avons 

[.c p o i d ~  d c  probabilité associé aux chemins bro~vniens définis par I 1.13 i e t  i 1.15 1 

s ' i ~ . p p ~ l l ~  i-rwsurc de L\-iener. 

II ~ s t  m i v e n t  utilc dc considérer la mesure de Wiener conditionnelle où le point 

~i';ii)uiltissernenr des chemins en ri r I = x. r >:-\- est spécifié. définje par: 

Xotons que  la mesure de Kiener  conditionnelle n'e-t pas normalisee à mais 
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ct on a la relation 

Dari- 1 !. 13 ! ou i 1.16 i. le calcul d'une 1-aleur moyenne se réduit à celui d'une intégraie 

1 - 1 1  cas important est celui des vaieurs moyennes des moments 

i C I .  $iippoioni par simplicité que  le-: chemins débutent  en  xo = O au temps 

- .  = ii. r i o u i  rrouipons pour les deus premiers moments de la mesure de Wiener 

I.(-s moments d'ordre supérieur seront considérés en  relation avec la théorie dei 

il c.;t :ifccisaire de sal-oir éoalement caiculer ia valeur moyenne de foncrionnelies 

F I  . Y I .  1 1  pllis générales qui dépendent du chemin Zr 0) pour tous les o. 70 5 o 5 r. comme 

1iiir.s !'rsempie du mou\-ement brownien avec absorption qui est donné dans la section 

-uil.'antr. 
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1.1.3 Mouvement brownien avec absorption et formule de 

Feynman-Kac 

51ipposons q u e  la particule aiL la probabilité par unité de temps O 2 O d'être absorbée 

- a11 point .r. Divi~ons i'intervalle : - r o  en .\' + 1 sous-intervalles de loneueur 5 = -. et 

!iOC;OT1; 

7;: = 70 :. k ~ .  k = O . !  ..... *Y. 7 = Ts- ,  [ 1.23 1 

I.ii probabilité que la particule n e  soit pas absorbée le long d'une trajectoire xi r~ 1. 

\ i r : i i .  la probabilité pgi x. -:su. de trouver la particule en r au Temps r es; 

Pour caiciiler pgi .r. :/so. j on doit en principe recourir a l'approximation discrète 

: .2? 1 p r  d'ahord calculer le second membre de i 1 - 2 2  pour .\* nni. selon la définition 

Lt. poids cit. probabilité attach6 à la subdivision I 1.23) est alors 

f i t i i  perme[ rit calculcr le second membre de i 1.27) avant le passage a la limite : - 0. 
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O r i  adoptera pour cette limite la notation formelle suivante très suggest i\*e. 011 

carisidkre que  xi: = ri ~ b )  sont les coordonnées d'un certain chemin z i r )  de telle sorte que 

1 ! .25 I cic~.ient 

Dans 4 1.29 1 .  i I.:JOi le symbole dix( .ii signifie qu'il faut effectuer les .Y intégraies sur  

li.i.l.. . t h , \ .  a\-cc lc facteur de normalisation I = ' I"-'. dans i 1.7s I er prendre la iirnitc 
d 4 - D r  

: - U. 1 . ~ 5  cstrémités des chemins sont fixées cn xo et x. 

( '(iriirncnt calculer 1 1.301 en pratique 'l Dans le cas où !?i xi .  i 1 = O.  nous avons 

v;\.iïirrnnient Ir fait qiic I'intéoraie 1 1.30 1 est égaie à la probabilitc de transition hrownicnne 

i .i; 1 .  I);iris !c cas général. le résultat est donné par ia formule de Fe'-nman-Iiac qui affirme 

i'iriiOgralc I 1.30) esi donnée par ia solution de l'équation différentielle [ l .  3. 5; 

Pour le voir. nous écrivons explicitement. pour .\- fini. 
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La !iqie 1 1.33 I résuite des définitions i voir i 1.16) ) où l'on a utilisP la notation opéra- 

1 . . Pour écrire I 1 .U i .  nous concevons i? comme un opérateur de multipiicat ion: 

~ ! ! - - ~ i . r :  = O(.r~;ixt. iesp(-s9;) j (xj  = e s p i - z R ( s ) 1 ~ ( r !  et I 1.271 devient 

La i-aleur de ce t te  limite est donnée par la formule de Trotter. qui affirme pour u n e  

h i .  dt!nionstration dans le cas simple ou -4 et R sont des opérateurs bornés est 

I I -  l m  e e  B. L'application de cette formule a i 1.36 i donne 

oii oii i i i t  roduit le nouveau propagateur 

~ . l ~ r r c ~ p o n r l a n t  i I'équat ion différentielle 

L' i r i r+dc fonctionnelle i 1.30 I est donc égaie au noyau intégral du propagateur i 1-39 : 

0 1 1  cncurc ;i in soiution de I'6quation I 1.401. 

L'iiiiportance de la formule de Feynman-Lac tient au  fait qu'elle réduit le calcui 
. . 

1 1  une iiitiioralc fonctionnelle du type i 1.301 à la recherche d'une solution d'une équation 



(iiiFcrentielle partielle. Dans le cas où la fonctionnelie dont on veut calculer la \-aleur 

mo!.ennc n'est pas de la forme ( 1.25 i. il faut recourir à la théorie générale des intégrales 

fc,:r,rirt ionnelles gauisiennes et de leurs perturbations. 

1.2 Intégrales gaussiennes 

1.2.1 Variables aléatoires gaussiennes 

1 - r i t -  ini6craIc saussienne avec nombre fini n de \mariables est de Ia forme 

Dans : 1 .-! 1 1. -4 = {.-l,l} est une matrice n .* n complexe symétrique I -4,; 1.  a>-ant ii 

~.;ilt>iir; proprcs A: 1 qui peuvent être complcsesj satisfaisant 

(Ir 1 = i l ,  } est un  vecteur i dont les composantes peuvent être cornpleses j :  le produit 

L'intcgrale 11.41 I a la valeur (Annexe Cl 

o i i  -4- '  r r t  l'in1>-erse de la matrice .-l 1 qui esiste sous ia condition I, 1.42 J. 

' ~ m o n s  q u e  cc produit ne fair pas intervenir de conjugués cornpleses. 
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Dans ie cas où -4 est une matricc symétrique réelle strictement positive. c'est-à-dir~ 

[.!lie ses valeurs propres A: sont réelles avec A, > O. i = 1. .. .. n. on définit une densité d e  

pro tiabiliré dc moyenne nulle par4 

S C ~ L ~ S  noterons les valeurs mol.cnnes correspondantes par 

La distribution gaussienne i 1.45 J peut être caractérisée par sa fonction énératr icc 

q ~ i  n .  J.  I q i i i .  scion ( 1.4-1 ! a 1s formei 

Dr. l i i  rciation 1 ! . -171.  on peut  calculer par  différentiation les moments d e  P i r i  

La relation I 1-49 1 est importante: elle montre que la covariance de la mesure gaussi 

mine. ( ' 1  k ,  . k 2  1 = s k i  r,, ; est donnée par les éléments de matrice de .A-' 

La proprir ié  fonclamcnrale d'une distribution gaussienne esi que  tou t  ses moments 

fi 'oi-r i r t . .  iupérieur sont entièrement donnés par ceus d'ordre 2 i c'est-à-dire sa covariance 1 .  

( ' t ~  ;t%~iltat es connu. dans son application en mécanique quamique  et en thkoric des 

'Si in rn!,yenne de r n'est pas nulle. on remplace r par r- < r > dans I 1.45j. 

' Lans le 1 x 5  a = ik. k récl. ( 1.41) est la transformée de Fourier de P i x  1 .  
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ciiariips. sous le nom du théorème de I+ïcli. Les moments d'ordre supérieur impairs sont 

r i i i l i  ct cciis d'ordre pair valent 

l.;t wriiinc G 3 c n d  sur toutes ies (Zn - i~t!! = 1 . 3 . ~  2n - L 1 façon de grouper les i n ~ i c e ~  

1.2.2 Champs gaussiens 

I J i i r i s  iwaucoiip rie situations. nous aurons un ensemble de fonctions i ou champs j i  r 1 oii 

:. 2!) l~ i t r l  i c ~ r i t  à 3 '  et des fonctionnelks de ces champs F i ;  r .  Par F( g 1. nous entendons 

1 1 1 i t ~  a1)pliratiun dbhnie sur l'espace dc ces fonctions a valeur complese. par csempic 

1 - -  I . . ~ o n r  des fonctions données. symétriques  OUF I ëchangc  des arguments 

Poiir raiciiier la déri\-ée d'une fonctionnelle de  type i 1 ..% I .  il suffit de  savoir dériver 

ninr> til-~iis n* considérons pas ce cas dans cet te  section. 
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On \.oit que !a collection d e  lariables {;i r 11- ce présente comme un ensemble de vari- 

, i i , l t l ?  iriri6p~ridantes et que  Ic symbole - a toutes les propriétés usuelles de i'op&atior! 
> - ( r  

Sliii? 1 it'4riissoni maintenant une  moyenne gaussienne. not éc ' F';  . d'une fonctionrielle 

I. 2 : .  Pl.)lir 1 . r  faire. nous nous donnoris un opérateur linéairc :\ strictement positif qui 
. . 

i r ~ i t  -III .  i q a c e  fie': champs c et définissons la distribution saussienne à I'aidc de sa 

i-oiict ion ccniiratrice eri généralisant I 1.4;) à 

e s p ( j .  ; 1; = esp ' L i j .  -4-l- 
12 11 

, . 
I.ii  i;irrriuie i 1.60 i permet en principe de calculer la moyenne -..., dans le sens où Tou.: 

:.(-!mdiiirr roiires les relations i 1.49 1-! 1.52 i en faisant agir \a déri\-& foncrionnelle - - i ( r i  

;iir 1 i . r i O  1 1 !'indice k est remplacé par  la variable continue F 1.  Ainsi 
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uii I r ,  .-1-' r2 i csr le no!-au de l'opérateur de cova.riance -4-' 

Lcs rciariûns i 1.60 1-i 1.6.3 I définissent l'intégrale fonctionnelle gaussienne. O n  aciopre 

[ i ; t r i 8 i~  in  iiotar ion Formelle analogue à i 1.46 1 

. .  
( 1 1 1  ,ir;i. !, i ionihr  I'intégration sur toutes les "composantes" d î i  r i  appropriées. Si le 

1.iiariip ~aii+sifm n'est pas de moyenne nullc. . < i  r ) )  = ;oi r 1 = O. on peur reproduire Ici 

:-i : i-oriri(~rii t ir i ts  prctcéclents cn rcmpla~ant  ; par ; - ;o. et la forrnule fondamentale i I.60 

' r r i k ;  iion ~ a u ç ~ i e n n e s  seront roiijourc construites comme perturbations de cette dernière. 

I i  es: dair que la mesure dc Kiener ( 1. i 5 )  est une intésrale fonctionnelle gaussi- 

(wir  s u r  I'cspace des chemins x i r ) .  r 2 0. puisque toutes les densités de probabilité 

1 l ;,.,l .r 1-1. .... s,\.~,y i sont gaussiennes i fisant ici ro = O. ru = O i. L'opCrztcur de covari- 

arirc (xrre-pondant est connu c \voir ( 1.22) ? 

On ~+rific imniédiatemenr que 

1 8 .  --- , (il [ - - L - ' T ~ )  = 51 7l - 7 2  1 
2D di; 
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a ~ -  l - !  A-'  r: j lL =O = O. Ceci montre que l'inverse de A-' est l'opérateur différentiel 

: :g isnnr  s u r  les Fonctions xi r 1. : '2 0. avec condition au bord x( O ) = O. l insi .  la mesure de 

\\'iflnei i i i r  !es cherniris browniens peut aussi être comprise comme l'intégrale fonctionnelle 

gaiiisicnnc relative à la covariance i 1.6s 1. ce qui donne une signification prccise a l'écriture 

( " ~ - t  1c m6ri te de \Yiener i en 1 - 10T3 I d'avoir montré que la i d e u r  moyenrie 

I,ron.riier!rit. 1 1.1.; I peut  Stre vraiment conçue comme u n e  mesure su r  1-espace der chemins 

a i l  ~ ( ~ r l s  précis clc la théorie de la mesiire des mat hérnaticiens. En  ce qui nous concerne. c'est 

h - w r i t  if-ll<.nicnr le s u i  cas. avec I'lntcgrale oaussierine définie par i 1.60 1 .  oii ce sens ma- 

r iibriinr i cl iic p p u ~  6r re donné. Pour nous. i'intcarale fonct ionnelle restera toujours définie 

jr;ir 1111 proccssris de limite. comme nous l'avons discuté à propos de  L.271 e t  la notation 

( i i a  i;? iimitc w i i ~  forme dc sione inrégral du t>-pe i 1-71 1 reste iurnbolique'. 

1.3 Intégrale de chemin en mécanique quantique 

1.3.1 Intégrale de Feynman 

1.2 ri+(-nniqiic quanrique d'une par~icule  non relativiste de masse m .  soumise à un porcntiel 

\ .;. 1 .  t n - r  rr%c par l'équation de Schrodinger i 19% (ici. à iine dimension pour simplifier 1 

E n  r<alitf:. an montre qu'avec probabilité 1. Ies chemins browniens ne sonc pas différentiabies. Ce 

-.-lri: 1-it:s <:Iici.nins fractais avec dimension de Hausdorff dH = 2 .  La notation 11 .Ïli n'est qu'une f q o n  

mn4mo:e.-i1nrque de rappeler le processus limite i 1.29). 
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u u  encore. sous forme opératorielle. 

L ' ( t ) = c - ~ t . t ~ ) ~ y t ~ ) .  C ' ( t o . t * / = I  i 1.73 

i - i t . t o ,  = e s p  (A - H o - l j t - i o j )  r 1.74 

,-,il 1-[ = Ilr, - I '. IIo = @m. p = -ih- et I - esr le potentiel de multiplication par I - i  r 1 
Y Z  

Le5 iicni qu'entretient l'opérateur d'é\.olution quantique C - ( t .  t o )  1 i .74 1 avec iei objcr~ 

iii nirrariiqiir ciassique ont été un sujet d'étude dès l'origine de la mécanique quantique. 

Dirac 1 !!l:l2 i. eri particulier. su;gere qu'il J- a un rapport intéressant entre le propagateur 

1 L I  .r. i 9 <  PSI la fonction de Lagrange (dépendant de la position et de ia vitesse] 

D6\-rloppanr les idtes de Dirac. Feynman i 1943  15. Si montrc que ia relation îormclic 

t b r i i  ri. c.tls quanti tfs  r'écri t sous forme d'iinc intégrale fonctionnclle 

Dans 1 1 . i T ' i .  l'action Ci X I  . i i est considérée comme une fonctionnellc de toutes les 

i r ; t j w t o i r ~ s  posibles qui débutent en XQ au temps lo  et aboutissent en s au temps t .  

~Gmzidf rom I'é~olution de la particuie libre Coi f - t o  = espi -zHolo( t  - t o  ,; fc i a\-ec 

( - ' l . i  i ra f quarion cst identique a i L .4 i lorsqu'on établit la correspondance 

- - , - it. 
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. . 
. \ ins i  srion 1 ! . F i  le propagateur quantique libre est donné par 

Dari5 cc cas. Ic iien avec I'action classique est aisé. Soir xi s i la rrajcctoire ciassique 

lii-II.(.  d c  qiir .ri t o  1 = s,,. si t )  = x. 

I l  y a pl i i~i t iurs  iaqons de donner un sens à la formule générale i 1 . 7 .  La premièrfr 

ri:(;i tioi(7 (-onsiste partir de la formule de Trotter pour Ic propaqteur  en reproduisant 

a > . >  

c;i n;ws 1 1 ..>.) i-i 1 .:l.j 1 .  
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On inlasine que 2;: = x( f i  j. k = 0. .... S. + 1. représentent les coordonnées d'une cer- 

:;iirir trajectoire de la particule dans l'espace de configuration. En prenant formellement 

. t in iiiiiitr 5 - O. on est conduit à lëcrirure i 1 .Ti. Dans ( 1.771. le sy-nbole d id. 1: signifie 

i-Y+-1),'2 cian,. qu'i l  fau: effectuer les int6-ales sur d x l  ... dx.\- avec le facteur 1 m !'l~ihz) et 

nrcricire erisriitc Ia limite 5 t 0. 

1-rit. rieiisièmc méthode sc base sur l'analogie entre l'équation de la diffusion 

c x i  cclir ,ic I;ciir&3inser i 1.7-j. On passe de l'urie a l'autre par la correcpondsnce 

t.: 9 = h .  comme !e montre aussi la comparaison des propagateurs brorf*nieni: 

t h :  n t i u  1 . .  Le point important est que le propagateur qiiantique peut être 

o i m ~ i ~ i  cuniiiic prolongement anaiytique du propagateur brownien i 1.30) sur l'asc dei 

I ,.rt-ps pu rclrrierit imaginaire. 

I i ~ i  wridanr  i'ase des temps irnaginairc. c'est-à-dire cn rcmplaçant 1 par rr dan- 

1 i .?\  n\.tir- D = h ,'.lm et i? = i * ri .  on voit que I'inie~raic lonctionnellc 1 l.:KI i d e ~ ~ i e n t  

;;brnit:llrnit:nt égaie à I'intégrale de Feynman 1.77 i. 

l ' r i<.  truisiGrne méthode consiste à dfvelopper i 1-77, en puissances d c  \ '  ct montrer 

( : i i i l  i ~ ç  ?rrrnirs (Le cette série s'identifient à ceus du calcul de perturbation dcpcndant du 

: t b r i i p ?  1 -Cric de D!-son i rie ia mécanique quantique. 

I'iiiiiienicnr. suivant la méthode originale de Fe!-nrnan. on peut vérifier par un calcüi 

1 iirrïr qi lc  : !.TT 1 obGit à l'équation dc Schrodin~er iSi. - .  

[ - r i  ciirt ain nombre rie remarques i'iniposeiit . Alalgré les analogies. I'intcrprétat ion 

1.t lc irat i i t  mat hématique des intégrales de Cl'iener et de Feynman sont très différents. 

I.'irirGoraic de \\*iener effectue une moyenne associée à un poids de probabilité gaus- 

- ; t . i r i .  Pr p o i i d e  un  irarut mathématique bien défini. Le propasaieur brownien décrit 
. . : f ; ï i i l i i  t iori irrE\-er~i ble d'une densité de probabilité classique. 

i. 'ictf g a l e  de Fe!-nrnan. qui ne fait intervenir que des phase5 purement imaginaires. 
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n ' i i  pz5 d'interprétation probabiliste. Le propagateur quantique décrit l'évolution rkver- 

sibiz (1-iine amplitude de probabilité quantique. Or: peut dire de la formule i l.;Ï! quc 
. . 
i iiriiplir ude àe rrouver une particule quantique en x a u  temps t est donnée par iule super- 

posiriori linéaire d ' k m  qui contribuent chacun avec un facteur de phasc esp (;Si 1 si. ) ) ) 

t-urwrpondarit à une  trajectoire classique possible joignant s à XQ en un  temps t - lo. Alors 

u,iw I P ~  :-&lisations des chemins browniens sont en principe physiquement o'bser\.ables. ce 

ric\i p a ~  it* cn5 des trajectoires qui interviennent dans I'intégraie de Feynman a cause dei 

rt-lai iuiis ~l'iricertitucle qui interdisent une  détermination jointe arbirraircrnenr précise de 

i i i  i>osiii«ri PT dc la \+itese de la particule quantique. 

Uri \.oit quc le (:alcul de l'évolution quantique sous forme de l ' in tépdc  f'onction- 

i i i ~ l l t .  1 1 . ;y  i rryiiirrt  de délicates intégrations de Fonctions oscillantc~. Pour contourner cc 

;'rf't)!;riitb. i l  cst iisuel (/'étudier son prolongement rspi - H i  f - t o ! , ' A  1 aux temps puremen: 
. . 

! 1 1 ;  ;!c! 1 1  ii1rr.i [ m i i i .  i i q u e l i  l'intégralc fonctionnelle de rl.-pc ETe>.nmrnan-Iiac est bien definie. 

I I n w  1 - t 1  (-as. ùri i i i i  qu'oii a effectué une rotation de Li'ick I rotation t - -11 dc T 2 dans 

i t b  +il  t -u r i ip l~sc   CF temps). ou encore uu'on travaille avec la formulation cucliclicnnr 

1 ii. ia :ii<;raniquc quant iqile. Cette terminologie est liée au fait qu'rn reiatii-itf rcst reintc. 

i t x  (.ii;iriir:iirnt : - - t !  transforme la mctrique de .\linkoivslij en métrique cuciidieune 

i i a i i i i  ; i d e .  O r 1  revient alors au propanaieur quantique par la rotation de \.\'icli inwrse. 

D a n c  ia \.ersion ruciidienne. le propapteur 1 1.77 i +'6crit donc 

a !-clninit' d'habitude. i l  faut considérer i l.S.5) comme limite de la forme discr6tisee avec 
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L'esprecsion i 1.35 i est identique à l'intégrale de n-iener conditionnelle 

1 s1 espi  - H (  t - t o ) / ~ j i x o i  - dl,!-D e ï p  (-i d s l * i z ( i  i i  i I l .S I i  

ii\.ec i.oriitar!te de diffusion D = h/Zm. comme on I'a déjà remarqué. 

I I   si important tle noter que l'action SE et le lagrangien euclidien 

[!iii i ippasai i~rnt  dans 1 1 .S.i I di fferent de ceus  de la mécanique classique 1 1.76 i par le signe 

1.3.2 L'approximation de la phase stationnaire 

Xoiis r i o i : ~  horiions ici à illustrer ia méthode de la phase stationnaire dans ie cas dc 

;;t ;iiii.rii:iiIc qilantiquc. Rappelons tout d'abord le principe du  col pour une intégaie 

- 1 ' 1  .r I r s r  i inc fonction réelle. supposée avoir un seul minimum en ru et tz < XI, < b. 

O ri rnoni re niors que le comportement asymptotique de Ii X i pour X - x est donné 

(ln r<.r.ipiaçant Ji s I dans I I .Y9 ! par m n  approsimation quadratique au voisinage de ru. 
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Dans lc cas d'iine phase purement imaginaire. si f (r i  ne s'annule qu'une wule fois 

DP- preuws  dktaillées des formules I 1 .!JO 1 ct i 1 .Y 1 , peuvent être trouvées dans -101. . . 
- .  
1. c w c n s  ion au cas dei intégrales mult idimensionnelles. et a fortiori. a u s  inrégrales fonr- 

1 ic,nrirllck. c5t non-t ri\,ialc. Par la suite. nous allons appliquer les généralisations natureile': 

f i t -  i .:il) 1 ci i 1 .!) 1 1 aus intégales fonctionnelles sans prétendre à auciinc rigueur mat he- 

li i>iT i c l11~1 .  ( "est surtout l'intcrprétat ion physique du résultat qui retiendra not rc attention. 

.4 t i i r t b  (i'illiistration. noua appliquons la methode de la phase stationnaire ou tlii col 

( 1 : :  ( - a i ( - i i i  1it.5 i n i j l r a i e~  fonctionnelles i i.77 i ct 4 1.85 1 .  

L t h  r1;ie ( h i  orand paramètre A est ici joué par h-' et plus précisément. la méthode se 

j : i ; i  irir iorqi le  5 >> ii et dorine ainsi une approximation semi-classique du  propa-aceur. 

Piii<i!iic. .Zizi . i i cst l'acrion classique. la condition de stationnarité de .si si . i i sou- 

' i , i i ; t l >  !(Y t.c?:iat ions des chemins si .s 1 atis cstrémités fixes 

fi11 m i t  !CS équations d'Euler-Laqrange. lesquelles. pour la forme i 1 .TG i dc ia fonction de 

Liisriinae. sont éqiii\-alentes à i'équation du rnouvcment classique 

{uppoconc- upe 1 1.9:3 1 admette une reuie solution r :i .s ! satisfaisant aux condit ions 

( i - )  
2 . .  - 1 .  lritroduisons les ~eariables de fluctua ri on^ autour de la trajectoire classique 
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?: tib\.clopponi Si r ( . ) J = Si s,( . - ci.  ) ) j usqu'au deusième ordre en :( . j: 

Li. i c rmc  linéaire en : tombe à cause de la stationnarité de Sixi . j  J.  .\près une 

ir,rt.cra!iori par partie. et utilisant ,C(to) = <( t ) = O. le terme du membre de droite de 

1 : . i l ?  peiii ;tre Pcrit comme forme quadratique 

l i i i  fi.; t i'opi;ratrur différentiel 

aiissant dans 1-inter\.alle jto. t l  sur les fonctions 

.4iriii. riir_ligeant les t ernier; d'ordre supérieur ,i 1. l'action dans i i .77 1 devient t l.!).? 1 

t . 1  ! . i l ( ;  1 1 i..: . i h i n t  un  chemin fisé. nous pouvons rempiacer d [ x i .  i ]  par  d i , E i .  ~j I et a i n i  

Ua r i i  lv premier facteur apparair I'csponentielle de  I'action évaluée pour le chemin r - 1  . l  

>'( .r,i . j I = 5j.r. .ru; f - t g  ! i 1.99 i 

L a  !iorztion i !.y% indique qu'en 1-ertu dei conciirions i 1.94i. cette action peut  étrc 

t . t ~ r i d é r &  comme fonction des points de ciéparr r o  et d'aboutissement x du chemin x'i. 1 

h-!~ i(3 temps t - t,,. 

1.v v r o n d  Facteur est une intégrale gaussienne qui donne lieu au  déterminant des 

Daris le rai de l'intégrale euclidienne ( l.d.5 1. on a la formule analogue ô 1.9s i at-ec i 

r.t.riiplac6 par - i et I ' par -b-. 
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\lCmc avec ces approsimations. l'évaluat ion esplici te  de i 1.98 j n'est pas élémentaire: 

i l  Tau! poumir  résoudre l'équation classique ! 1.93 sous les conditions I 1 .Ei. puis calculer 

i ' i  rii6zrale - ?aussienne des fluciuat ions. Pour ce dernier calcul. il faut en principe revenir 

;i in \*ersion discrète i \-oir commentaire après i 1.S-l) 1. 

Diirii 1 1.100 i. $ = t I .  + . ct D y  représente la matrice correspondant à ia version 

(ii.-(+rkt t~ (lc ia forme quadratique i 1.96 i 1 on a utiiisé ( 1 .-Ni i. Diwrses méthodes existent 

pol i r  (*iiic-iilcr r i r r  DJ- et la limite 11.1001 ! Annese D 1 .  

l . ' l i ~  i i isition de la normalisation fournie par l'évolution libre 1.90 i pcrmcr d ' fkr i rc  ia 

* .  5 )s~i i i i ic  : .!-15 i dc rriariièrc compacte. En effet. ài nous appiiquons ia forrnuic i 1 .!lS i au 

(ir 1't;wiiiiion libre t - to j = rspi - i l lo i t  - t u  1 .  nous obtenons dc 1 l.SO J. i 1.S" i et 

1 ! .'!l i la rciat ion exacte 

E n  formant :e rapport ix l i7 t  - t o ~ l + o j j i O I C - , , ( :  - : o ) i O i  on voit de i l . lOl i  ct de 

l'.ippïosiniation discrète 1 1.i00i qu'on peut metxe  11.9d'i sous la forme 



1 . ~ 2  rkulrar nnal qu i  suit du calcul des déterminants est entièrement esprimable en terme 

l i t .  i ' a c ~ i o n  : 1.99 1 .  1; esr donné par la formule de van L'leck (19%) i;\nnese Di .  

Eri pi:is (.lu cas libre. i l  est une circonstance ou i'approsirnation de la phase station- 

:!;tir!. (roriduiianr à 1 i.lO4i est risacte. c'est celui d'un potentiel linéaire ou quadratiqiie. 

F. t i  t - * i k r .  li. dt~i+eloppcment i 1.95 1 a u  deuxième ordre devient esac:. 

Poiir illustrer la méthode. traitons le cas 

( i ï i i i .  1a ccrs ion de  l ' i n t ép ie  euclidienne i I .S.j I almec 

I.'t;qiiat ion de arionnarité cie SE est 

o n  i.&riirie q u e  la ;olution s,i .i I correspondante est donnée par 

Eri i r G r a n t  : 1. loi: i dans 1.106i. on trouve 

!'citir cnlriiler idet QI, dct D ) .  nous remarquons que 
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w n t  diazonails sur la base 

&Ls) = 

de fonctions propres 

- ; 2 v~ sin (k- ('-1 - ) . = 1.2. ... 

- ' #  7 
ai-cc i-aleurs propres respectivement éeaieç i k n i ( t  - toi i- - c- et (kr / (  t - t u  1 il. Ainsi 

i .ir est donnée par 1.1001. 

Lt l  propagateur en temps réei s'obtient de 1 1.113 1 en changeant t - tu - ic I - f , ,  i 

Li: iormiiie 1.1 1-1 J est un cas particuiier de celle de van Vleck. i m q u e  I'action a iz 

i.oi*rii<. 1 i . i l i  i .  On retrouve naturellement le cas libre i l .SO \ lorsque - 0. 

1.3.3 M écaiiique statistique quantique 

1. ' i  ni&raic Fonctionnelle est +alement bien adaptée à la représentation de la mécanique 
. . 

iiai i s i iqw.  On sait que les fonctions thermodynamiques d'un système decrit par l'hamii- 

: o n i e ~ i  rt;acrcicopique s-obt iennent à partir de !a fonction de partition Z 

o i i  ir- E, sont lei énergies propres du système. repérées selon icur mulriplicirG 
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Considérons ie cas de particules non couplées. mais soumises à des champs e:itérieiirs. 

Dans cette simation simple. les quantités thermodynamiques sont entièrement déter- 

iiiinbe- par  la ioriction de partition i 1.116 i relative a l'hamiltonien H = Ho + I' d'une 

sei~lci nar;icuIc. 

Poiir exprimer la trace. on peut utiliser la relation de fcrineture dei états propres 

.;- ; . de H 

Ori c.onitaic qiir Z est la partic diasonale d u  noyau de csp 1 - . 3  il i. lequel petit ètrc 

i-q>ri .wrir i .  par I ' i r i téple  fonctionnelle euclidienne t i A.5 i en posant to = O et t = .3h 

lit q u c  I 1.119 i fait intervenir lei chemins fermés qui partent et aboutissent en  

ilication immédiate est le calcul cie la fonction 2"'' de i'oscillateur harmoniqiie 

i . iO.51. T*ti!isanr l'expression 11.113) 

Z""' = ' mcc 

V 2r;h sinh i JL 1 
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D'où le résultat connu 

1.4 Conclusion 

SOI!' ii\.onc '..LI dans cc chapitre comment la théorie du mouvement brownien a conduit à 

~ - o t i . ; i  t i t ; r c  i ~ -  premières intégrales de chemin. Sous a\-ons int roduir l'intégrale de Liïener 

1 It;(-rl~-arit le rnouwment  brownien comme un processus stocliastiqiie et !'intégrale de  Feyr.- 

:i;ari (i<;cri~~-an: 1'61durion ré\-ersible dc i'amplirude de transition quanriqur. Lc lien forrncl 

-+ri ;  r f s  i t l -  r i c u s  inrégraics fonctionneiles a été discute. Nous avons appliqué l'intéqale dc 

t . i i t m i r !  ci l  rriGcanique quantique à des sys tèmes  à un degré de liberté pour  plus de sim- 

i i  t .  La c&riéraiisation a des sysrémei à plusieurs desrés de  liberré est 5'-sténiatique. 



Chapitre '2 

!vIét l-iode Monte-Carlo l~amilt~onier-ine 

Or, n !'iniprc~sic>ri de travailler pour  rien . . . mais à la fin. tou t  fini par so r t i r  : l 'cEcaci t4 

a i t s s  n i 4  hodes LIontc-Carlo. Sans certains r s  parciculicrs. scrnblc incroyabic. On doit vair 

il's r~ki i l ta t i -  - et. les voir dc très près - pour les croire. 

En ltk-rivant 1 'é\.olution de s'-sternes physiques à l'aide de l'intégrale fonct ionnellc. nous 

;iwris a / ) i j u ~ . i  5 Isci-aiuation d'une intégrale multidimensionnelle. 

? L u i  a\-on5 jusqu'à maintenant présenté une méthode approsimative telle que ia 

i)i:asil stationnaire: une approche alternative pour évaluer ces intégales es1 le calcul 



iillmérique. Le pris a payer est la limitation à des systèmes de raille finie et l'incerrirucie 

i 11 hbrent e aux méthodes stochastiques de type Monte-Car10 que nous utiliserons i2-i. i'l:3i. . . .  . 

G r  t r A-aluat iori numérique nous permettra de consrruire un hamiltonien efiectii qui. 

++c diagonalisacion. fournira ie spectre du système en  considération / I 1. i2 .  13. 1 4 .  

1.t~ '  ïaiiorii qui appellent la construction d'un hamiltonien effectif sont: 

1 i 4 Er1 ;r basant sur l'invariance d'échelle. le groupe de renormalisation à la \\-iison -25; . . 
i ' i - t .  it (.onsr riiire un hamiltonicn renormalisé décrivant la physiquc au point critique. L*n 

: (21 iian: i i ioiiicn csr supposé avoir moini de degrés de liberté que l'liamiltonien original. 

':lit i~ \ , I I :  cls i  .;iniilaire a cet te construction. dans lc scnç oii nous visons un hamiltoriier, 

f ~ ! F i r i  i1.a~-an: nioins tlp desrés de liberté que l'hamiltonien orisinal et décrivant la ph>-siqiir 

( i t z  I ) i i ~ s ( '  t;~icrgic. 

1 i i  I.';~pplicat.ion de ia formulation tiamiltonicnnc dans la résolution de la t hcoric dc? 

(iariip.; iwrisistc i construire un capace dc Fock paramétrisé par une coupure d u  tenseur 

~!'t;rirr-ir-irn~~~lsiori et une  coupurc d u  nombre de particules. Quand on augmente cc5 

p;ii.;irri;wr~s. cc q t i i  r r ~ i e n t  à auSmenter la borne iiperieure de I'énergie. la densité des 

& t i -  niiarricntc dc fqon  esponcntielle et fait quc le système dci-icnt hors d e  contriile. .-1. 

, - , . 
! ~ p ! > u w .  ia metliode llontc-Carlo liamiltonienoc se caractérise par quciques degrés de 
1 . 7  

iii,crct; (i&-i.ii-an~ la physique de basse énergie rt la diminution de la densité (le:: états 

(!!tarici on auonlente l'énergie. 

... 
1 !i 1 L'flriornic ~iiccèc de la théorie des champs sur réseau est certainement dû au fait que 

ii: n i 6 ~  i i o k  .\ [onte-car Io est une excellente technique pour 4valuer cies int Cgraies niultidi- 

1 i 1 i  L'amplitude de transition d'un opérateur est évaluée numériquement via 

i;. ni*; hwle .\Lorite-Car10 e.g. algorithme dc !vletropoiis [?Si j .  

J ' :drjO[~: esp I -+S[ ,E] )  1 
(3 = ZZ - 'y- o r :  

J'ydxi . . esp (< - $ S [ x ! )  - \  - - a 

C 

( , I I  '-' t Is i  ilne configuration arbitraire générée par la mesure de probabiiité Pjxj = 

i - * -  . I. fax:, - ~i !.y 1 .  L'intérêt de ia mEthode Ilon~e-Carlo réside dans les bons résultats nu- 
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m6rir;ues qu'elle permet d'obtenir. On peut résoudre une théorie des champs siir un  

iGt:aii cic taiik ?O4 en calculant les obser\ables physiques a partir de quelques coafiga- 

IY:T iors représenrat ives. On obtient des résultats avec des erreurs statistiques de l'ordre 

, i t .  ~lileic!iic2: pourccnts. Grâce à cette méthode. il est possible de déterminer les états de 

I i i i s~r  (ineroic du spectre des hadrons. 

D'iiii  amrc rote. nous pouvons exprimer l'amplitude de transition dans un tcmps 

I )aw 2 . 3  l .  rioiis avons remplacé I'hamiltonieri H par un hamihonien etfectif K T : :  . - décri- 

L ;!ri r .\ (ircrk dc liberté seulement. L'idée de la méthode Monte-CarIo hamiitoriiennc 

th.: r i t )  (-urist. niirr t ir i  iiamiltonicn effectif de sorte quc l'amplitude de transition devient 

i I r i r l  ;ortirricJ iinic parcourant .Y états propres. où est dc l'ordre de grandeur de .\'-. 

. . if .  i i o i ~ i h r c  dc confiourations d'équilibre thrrmiquc représentant approsimativement 
, .. . 
L 1111 CbcraIc 1 2.2 1 .  

I.'liiiiriilionicn effectif permettrait de décrire des phénomènes physiques gui ion; 

1-1 p (wriipii q i i &  pour  lcs méthodes convent ionnelles incluant lez techniques sr andards 

Ir (:aici:i non-5ertubatif des sections efficaces et des constantes de désintégration de 

a i i i  I i!;rertriiriai ion de la masse des états excités du spectre des hadrons e1 leurs foncrions 

Eclnctivnr de structure des hadrons reliées aus fonction d'onde de ces dcrniers. 

( ' on  r raircnicnt à ia formu!arion lagransienne sur le réseau. la formulation hamiltonienne 



csr pratique pour l e  calcul des fonctions d'onde. 

12 iurrriulation lagrangienne échoue dans la description de la QCD à température finie. 

t h  r>ai.~iciiiiei- a\-ec une densité haryonique finie parce que l'action devient un  nombre 

w r r i  pies?. I ' n r  formulation hamiltonienne est une alternatitre. 

. \p r& les arguments que nous venons de donner sur h t i l i t é  de !'harniltonien effectif. 

I iQi15  .ri)(-Gelons maintenant a la description de sa construction. 

2 .1  Construction de l'hamiltonien effectif à partir 

d'une base régulière 

3.1.1 Base régulière de l'espace d'Hilbert 

.50ii f : - , - - i .  2.11. . . . une base de l'espace d'Hilbert et potir .\- fini. considérons les 

Eri ~ i ipposan t  que H est un opérateur auto-adjoint sur t o u t  I'espace d.Hiibertl. 

.Il.- 1 i . :,, 1 est u n e  matrice hermitienne positive. i i  existe donc une transformation unitaire 

i * (. t  i i i i c  matrice rfellr DI t .  to  i tel que 

. . * i r ,  . . 
soit f EL'-' 1 le sous-espace engendré par les vecteurs propres Ei- - : de H assocics 

: 1.t. ~icmaine  de definition de H noté D I H !  est dense dans l'espace d'Hilbert ainsi que Li domaine dc 

8 l t i f i ~ i i i c i r i  1 - 1 1 >  il- noté Di H ' I .  Sous supposons en plus de H = Hi que D I H j  = D ( H T ) .  pour que H soit 

:!ii~ i-9-:.id.joint. etaiit donné que l'opérateur harniitcnien est souvent non borné. 



1.1 projecteur sur riii EL'' 1. Nous avons alors. 

0 1 1  :.oit ric i 2.5 I cc de la représentation spectrale i 2.7 i qu'on peut établir i'ident 

. . 
5 i i p p o ~ n s  pour !'instant que les éléments de mat rice .lIrl I t .  t o  1. L. J = 1. . . . . .\- sont 

r i .  La din~oiiaiisarion de Mi 1.  io 1 fourriit les valeurs propres Dç( t - t o  I. k = 1.. . . . S. 

L.c.5 w c i m m  propres E;";. k = 1.. . . . .Y correspondants. s'identifient ai-ec les 

i cb(-rc1iirs roiunnes de l" De i 2.3 i nous poui7ons est raire la fonction d'onde du kiènie 

t:r at 1)roprr ~ s p r i m é e  en rerme de  la hase te,;. ;\ part i r  des éléments de matrice .II,, 1 t .  lo  1 .  

ri01 1- puin-on5 donc explicitement consr ruire un hamiltonien eHect if 

2.1.2 Évaluation des éléments de matrice 

Sou? ;l.i-géroni d'évaluer ies éléments de matrice .Ut, ( t .  io 1 par une méthode srocha:- 

î i . 1 ~ ~  (ie i>.pc .\Ionte-Carlo '2-j. 1-31. Pour illustrer l'idée. considérons une particule qui 
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 PUT occuper ies sites {q.. . . . x . ~ }  d'un réseau à une dimension. Les vecteurs de hase 

d e -  i 'rspace d'Hilbert t,). i = 1. . . . . -1- sont des états carac~érist iques localisés aux sires 

i .  Sou. ies définissons par c i ( r  i = ! dans l'intervalle I ,  = x , .  x , - ~ :  et zéro ailleurs. 

A.:.. = J . .  - I . - ~ .  Polir esprimer les cléments de matrice JI!,! t .  t u  1 on peur utiliser la 

; ! l - t lq.  : . J G  !. 2. . . . . .\-. 1.a ligne i 2.12 i résulte de la définition 1 i.S.5 I d u  propagateur quan- 

i ! x - K t - t 1 l Dans cette t'quation. l'action S E (  ri. 1 ) est considérée 

( - t ~ r i i n i c  i inv  forictiorineilc de toutes les trajectoires possibles qui dfhutent en y = s, au 

r f ,  t ahoiitisient en  z = ri au  temps t .  L'action d'une trajectoire ou  un chemin 

.\f in fl'4valuer les éléments de matrices .II,, numériquement par la méthode .\Ionte- 

1 J[, d y  JI ,  d z  j;rQ d h i .  I! exp ( -;SI-( x! . I J exp (, -+( .rf . 1 't ) 
-\[ . 1 f - ii1 1 = 1 t - 10  1 

1 - 
JI, dg J;, dz JL;:, d jr i . i j  esp I - :>'Q( x( . i ) 
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(-,il ci e s p  I -;Si-( rl . ]  ) ) est traitée comme une observable physique. alors que le rapport 

poiir:.aii 6trc traité par la méthode standard Slontc-Carlo. Les éléments de matrice -11,; ( t - 

i l ,  I correspondent à l'évolution libre qui. si nous prenons la version euclidienne de I 1 .SO i. 

Daris le catire tie Ilonte-Carlo. la méthode la plus communément utilisée pour générer 

it+ disr ri h i i ~  ions ou dcs configurations quelconques est celle de lletropolis et al - '238 - Dari5 

rinr r i .  (-a-. irs con figurai ions correspondent à des r raject oirei. Sous lei avons générces. cn 

I'oiir ( ~ I I C  !'axiome de la positi\.itf d'une mesure soit satisfait. nous avons employé la 

i . ( > i . - i ~ r i  wiciidicnnc de I'intégraie de chemin. 

3.1.3 Résultats numériques 

Dari- i~ but d'illustrer I'ldée de l'hamiltonien effectif. nous procédons à un test numérique 

-ii:.  (irs ~! -~ ièn ies  unidimensionnels. Sous considérons le système libre. l'oscillateur har- 

riiuniqiic cr un 5)-=terne soumis à un potentiel local de la forme \ ' 1  s J = -1; iech'i x / d i .  

i 1 Système libre: 

En prenant la limite i O dans i i .  120 1. nous obtenons l'expression de la fonction 

i dei-ient infinie I 



La valeur moyenne de l'énergie interne d u  système libre. La lione d i d c  nt 

ies losangs représentent. respectivement. le résultat analytique csact cit le résultat cies 

t;l;nit:nt~ fit' matrices esacts pour Ar = 0 . 5  i t  .\' = 100. La crois i 3 = O. 1 correspond 

l-*ig:lre 2 .2 :  La chaleur spécifique du système libre. Syrnboies identiques à Figure 1.1. 
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Tii 't &au 2.1 : Le spectre d'énergie de l'oscillateur harmonique. rn = 

ij 4.;. LX = 1. .\* = 20. E;zac:. E:"' et Em ' représentent respcctivernent le résultai 

înalyt iquc exact. le résultat des 44ments de matrices exacts et le résultat de la sirnuiation 

\Ionte Carlo. 



C ' h  api t re 2: JIét h ode .Clon te-Carlo hamiltonienne 

L'état fondamental de l'oscillateur harmonique. La liane solide. Irs I o s a n p  

41 Ir= crois représentent. respectivement, le resultat analytique esnct. Ie résultat des 

r!lt.mtlnts dr matrices rsaccs. c't le résultat cie la simulation Morite (I'arlo. 

L e  premier état excité de l'oscillateur harmonique. Symboles icienciques à 

ceus de Ia Figure 3.3. 



i 2 . :  Le deuxième état excite de L'oscillateur harmonique. Syrribolcs identiques 

La valeur moyenne de l'énergie libre de l'oscillateur harmonique. Sym- 

boles identique à ceus de la Figure 3.3. 



F r  2 . :  La chaleur  spécifique de l'oscillateur harmonique. Symboles identiques 

TaMeau 2 . 2 :  États liés dans le cas du potentiel donné par l'équation (2.30). in, Dans 

i a  t- = 1.0. h = 1.0. T = 1.0. \; = 1.0. d = 1.0. Q = 2 .  l x  = 1.0 et .\* = 10. il y a ur. 

< c d  état ii- n,,, < 1. Te résultat clst confirmk par les données \Ionte Carlu. i b i Clans 

! p  CU VI  = 1.d. h = 1.0. T = 1-13. \-g = 1.0. d = 2.0. Q = 5. l x  = 1.11 et .Y = 20. 11 y a :; 

4 a t s  liés nn,= < 3 .  DC nouveau. ce résultat est confirmé par les données \Ionte Carlo. 
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uii nous avons posé io  = O et t = JA (voir section (1.3.3) du premier chapitre). La valeur 

tiioycnne de iëriergie interne et la chaleur spécifique sont données respectil-emrnt par 

I II log 2 
L*(3) = - ~ r i ~ ~ - ' " i  = -- z 83 

ci 3 

. ?  = 1 k B ' L - ' .  identifiée avec le temps imaginaire par t par .i = l i h .  j o u e  le rOle de 

1 . ~  i;iri(.i ion r 1 ~  partit iori  correspondant à I'harniltonien eîfccrif s'obtient eii esprimarit 

.\ part.ir dc i 2.20 i c t  i 2-22 1. nous obtenons la \-aleiir rnojrennc de !'énergie interne 

1. . :: . l - . r  ia chaicur spécifique CFji. Dans la Figure 2.1. nous comparons l'expression 

a:ini!*i iqrie (-Ir !'&-oiut ion de la valeur mo>.enne de l'énergie intcrnc avec la tenipérat iirc a u  

r w i l  t ai c-ir !'iianiiltonicn effectif constriiit à cette 1-aieur spécifique d u  temps 1 G 7 = 1 

1 ~ i i w  prenons h = kt = 1 I .  Nous remarquons que l'accord est rncilleur dans la région où 

'T - O .  i .c. le domaine d'éner~ie basse. Le même résultat se manifeste dans le cas de la 

(-iiairiir ~pPcifi que Figure 2.2. 

. . 
i! I Oscillateur harmonique: 

I.';itiriciri (le i'osci!lateur harmonique est donnée par 
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fi; ori a pou: le spectre d'éiiergie 

La comparaison du spectre de l'harniltonien cffectif avec le spectre esact est donnée 

a11 Tableau. 2.1 .  Comme nous pouvons le constater. l'erreur est est rêmement faible 

(i31l- Ir cifimaine Las d'énergie. Ln test plus rigoureux est celui des fonctions d'onde. 

I.t.5 iroii iigi.ire:: Figure 2.3. Figure 2.4 et Figure 2.5. décrivent respecti\-enient une 

~.uriipnraison dei trois premier états quantiques. Sous avons aussi vérifié le comportement 

i'harriili onicn effectif à basse énergie en calculant la fonction de partition Z. la valeur 

ri iu!- tmrir  de l'éncrgie interne et la chaleur spécifique. en  fonction de ia ienipcrat iirt.. 

.\ 1;i -eicr ion i 1.3.3 ) du premier chapitre noua avons détermine I'espression analytique 
, . 

i i t .  i?. t.onciiuri (le partition iéquation 11.122) 

1 

Lursqw .i - s. la valeur moyenne de i'énergie interne i 2-29 I tend vers l'énergie de 
% .  . 
! r a i  l i t  fonciarricntal. C '  - h-,/I .  Son gaphe  et celui de la chaieur spécifique sont illustrés 

~ ~ y w r t i \ . ~ r n e n :  ails Figure 2.6 et Figure 2.7. Dans ces graphes. noua comparons ies 

q ~ r c - i i o w  ariaiyt iqiies de I -  et  C' aus solut ions numériques fournies par I'hami ltonien 

4 k r  i f '  construit au temps t :  = 3, = I correspondant à la température 'c I nous prenons 

;/ = i:n ) .  SOUS constatons que ce dernier décrit correctement les observables therrnoày- 

rianiiqiici: dans la rézion 3? 5 3. i.e le domaine de basse énergie. Par contre. ce n'est pas ie 

:-os &ris < .j-. Le. 7 > 7 .  Ceci est dû au fait que la dimension de l'harniltonien .\- = 20 
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l l i i  ielaii\.emcnt petite. Cne  concordance pourrait avoir lieu dans cette région. en auc- 

nicntant S. comme nous pouvons le voir dans le cas de l'évolution libre a la Figure 2.2 

. . . 
1 i l !  : Aut r e  potentiel local: 

S m -  ;i\.oni wsr; i'liamiltonien effectif dans le cas d'un potentiel local de la forme 

\ ' iri = -I; sech2i.r;di i 2.30 I 

Er nnr ciorin6 que I -i .r i a un minimum -\A iocalisé à .r = O et  que lim,-,, I 'i x i = 0. 

I ' i i a i i i  i l r  ün icn  P O S B C ~ C  lin spectre continu égal ii 'O. x [ et dcs ~ x l e u r s  propres néjatives 

2.2  Construction de l'hamiltonien effectif à partir 

d'une base stochastique 

1.3.1 Base stochastique de l'espace d'Hilbert 

51 ipposi,ns quc nous appliquons l'approche de l'hamiltonien effectif sur un système ayant 

l i ï i  Pnorme nombre de degrés de liberté iproblème à Ycorps par esemplei. en utilisant 
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iirie base régtiliSre. Il est évident que la dimension de cette base est estrémement lzrse. 

Prcnonc  par csernple ie modèle d'Ising qui représente un ensemble de moments maené- 

r i c i ~ i f i  classiq~ics prenant des ~a leurs  O = 51. situés sur un réseau de .Y sites. Dans ce 

cai. 12 dinierision de l'espace d'Hilbert est 2.'. esponentiellement grande. Dans une telle 

sir. i lai ion. nous désirons construire une base ayant une dimension raisonnable pour le cai- 

(.il? r1111114riqll~ PI p i~ys i~ue .  permettant ainsi une représentation d'un harniltonien effectif 

(iOcrilani co~i\.cnablernent \a dynamique du SJ-sttme en considération et le cornporrcment 

( l t b '  olxcri.aDlci physiques à basse énergie. Xous proposons dc construire une telle base a 

1 . .  I nicitb ' 1 ( i ' i inc  approchc stochastique [I.jj .  

~ . ' ~ i i s i c i ~ ~ r o n s  pour l'instant le cas le plus simple. une particule libre clans un espace à 

~ i r i i .  h i e n s i o n .  Prenons une base régulière ayant une dimension .\* large i .Y >> 1 i. L'idte 

1 1 t h  l';ipprociif> stochastiqiie esr tic procéder à la sélection d'une hase cn SP laissant giider 
3 .  

[ J C ! ~ .  : i i i i i p i i r l i d t ~  (Ic transition. 

51iii(. aus analoaies décrites au chapitre I cntre le formalisme quantique et !e mou- 

:wiicrii Broivnien. i 2-32  ) est conque comme une densité dc probabilité. Prenons .ro = 

1.1 :,, 1 = il ri pomnns T = t - t u .  Nous définissons une densité de probabilité Pl x i par 

Ln riGtinissant alors le processus de sélection de la base comme étant un processus aléatoire 

O:I  ~ i o r h a t i q u e  a\-ec la ioi d e  probabilité P i r  1. nous pouvons construire un ensemble de 
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.\utrement dit. la base stochastique {x,) est générée ou sélectionnée selon une dis- 

t r i  t~ir i ion gaussrenne. 

Pour j ustifier que la densité de probabilité i 2.34 i est physiquement raisonnable. consi- 

(i<;rons d'ahurtl le cas oil T est large. D'une pari. la distribution de Boltzmann-Gibbs 

i,ru,icite 5 u r  I'itat fondamental quand T - x. Dans Ic cas de l'e\.o 
. .. ' 
w ! PI  nt iontianicn~al est E = O. La distribution PBG! E I a un p 

i - . D ' a u r r c  part. quand T - x. O dorinbe par 12.34i est lar 

r 3 . 5  t 

u t  ion libre. I'Gnergir 

c en E = O (quand 

;e. La densir6 P (  x i .  

. . *  . 
-riori i i iq~ i i~ l lc  rioui oénérons la base r ,  est une  gaussicnnc Ftalée. Dans la iiniiie a - s. 
t h 1 1 1 1  I i~\.ierir iinc dict ri but ion uniforme. Considérons P(  X. i. la transformée dc Fourier de  

I'I :. , .  ? i  Pi .r I est iini forme Pi k 1 x Sl k i .  Etant donne  qiir Ir support de [ji k ! est Ir 

- i r i ' r l t l r t - , ; i  4 , ,  I I  !. Pl .r I o i i  Pi li 1 rionne ainsi i'bncrgie Ek = 5 ;.:=O = O .  qui r-orrcspond ii la 

.. ;:iii!.ir esar:c d c  l'énergie d e  l'état fondamental. Par consbquent. dans le domaine esrrènic 
. , 

1 i ~ ,  i ~ i i ~ ~ < ~  cnrrgie. in riisrribution Pi r i donne un  résultat cohérent a\.ec la distribütion de 

Roi r  ~i i~arir!-GiLbi .  (-"CS: donc u n r  bonne indication que Pl r ) peut sénérer iin hamilt onien 

t ~ f f ~ ~ ( - t  i f .  

i l  1'51 in.rriictlf dc corisidérer aussi la situation opposée. i.c.. quand T es1 faibl~.  

I ) i i ~ i ?  lii liniiic T - O. la disrribut ion Boltzmann-Gibbs est approsimati~ement constante. 

ciiiit!reritri vaicurs d'énergie ont la même probabilité. Dans certe iirnirc. a tend \.ers 

~ t : r o  t1r P 1 .T 1 x 1% .r 1 .  Sa transformée de Fourier est P (  k I = const. i.e. unc distribucion 
- 

i i  E.. = 5 est distribuée selon 1 ,' LI E. Ce n'est pas la rnérne distribution que 

df. rit= Hoitzrnann-Gibbs. lIais un temps T pecit signifie que l'énerzie E est iarge. Pl s I 

t.;r 4 t , i i ( :  rlualita;ii-cment comparable a la distribution de Boltzmann-Gibbs. 

Ditrii ic cas d'uri potenïiel local. ia définition de la densité tic probabilité Pi x I don- 

: p i  . peut se aénéraliser. Sous pouvoas construire une  base stochast iquc. en  

?oiir?lii\.ant les étapes cuil-antes: 
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I i I ralcuier la fonction de Green GE( x. i: O. O 1 en résolvant l'équation de diffusion i 1.3 1 i. 

doilnant ainsi Pi x 1. 

1 i I r ;oiii.cr un  algorithme permettant de construire une variable alétoire z, distribuée 

w i o n  Pl .r i. 

1 i i i 1 iinaierrtent . obtenir une base srochast ique en construisant les états caractéristiques 

1.a m h r  tache peut ètre réalisée par une méthode plus efficace utilisant l'inrégraie 

( ! f a  ( - i i w i i n -  Si nous appliquons i 1.d.i i à (2.33 1. nous obtenons 
- 

E r !  wiliwm i'aleorit hrne de Slonte-Çarlo à l'aide dc ia méthode de '\letropolis. nous 

p - u w n ?  z6ruker der chemins représentatifs qui  partent en r = O à 1 = O et aboutisseni 

+.r i  i l r i c 3  poi i l ion s a / = T .  rotons ces chemins ou configurations r, ;,,I t 1 .  ,A partir di1 

p i r i 1  ~ i ' a i )u i i t i i~emcnt  du chemin r, à t = T .  que nous notons r ,  = r:,i  T i .  noua pouvons 

iiir1.i ( -on-rri i irc unc  base stochastiqiic. 

2.2.3 Application 

I-'ou: i m r r  l'iitiliré d'une base stochastique. nous avons de nouveau calculé. dani 1c cas 

& &  i'w-illarcur harmonique. le spectre d'énergie. la valeur moyenne de lënerqie interne et 

L i  A n i c u r  spécifique. Le Tableau. 2.3 décrit une comparaison du spectre d'énergie esac: 

:il, (Y -  d i i i  di! I'kiamiltonicn Slonte-Carlo utilisant une base stochastique. Sous avons ajusté 

i . 1  p;ir:irn$t re o dc h p n  a ce que la  différence entre le résuitat esact er .\Ionte-Car10 soit 

O .  Lcs quantités ~herrnod>mamiqiles. la 1-aleur mo!-enne de ['énergie interne et ia 

{.i iairur ipfcifiqiie sont respectivement présentées aux Figure 2.8 et Figure 2.9. Le cas 

(('!:ri s!..tbrne quantique unidimensionnel montre que les résultats de la base stochastique 



C'li api tre 2: I l é  thode Monte-Carlo hamihonienne .j :j 

Esacte - 
Base régulière .> 

Base stochastique - 
, 

' 1  2 . :  La valeur moyenne de l'énergie libre de l'oscillateur harmonique. Corn- 

rr2 = FI = 1. -. = 0.6. .\- = LOO 

Exacte - , 

Base réçulière ,. 
Base stochastique + 1 

La chaleur spécifique de l'oscillateur harmonique. Comparaison entre une 

base rPsulikrc et une base stochastique. 
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1 I I  2 . :  Le spectre d'énergie de l'oscillateur harmonique. ni = 1. n = 1. = 0.6. 

E:="" est le résultat analytique exact alors quc Ej'"c"c"t" est calculée à partir des 

*JI<mt:nts de matrice esacts. utilisant une base socliast ique avec T = 1. = 100 et  

t = t j .  



. . 
rt.,n; sin?:iaires a ceux de ia base reguiière. Terminons en ajouranr que I'utiiisation d 'unc 

' ttisc i i û c h a ~ t i q u r i  ecr pius avantageuse dans ic cas des systèmes q u i  &-oiiient cirrris un 

-pn"- i. ? i ~ i i ~ u r ~  J i m e ~ s i o n ~  OU dans le cas d'iiri problème à .\--corps. Dans ces d e u s  

1 . ; : ~ .  le :iû:nb:r (.ie tieorre de iiberré esi faramineus mais. a1.t.c. ixie base stochastique. une 

~.;:i~ir :!umcriqut. de\-ient réalisable. 

2.3 Conclusion 



Reriorrrialisatio en mécanicpe quant icpe 

.If; pi.riw q u ' i l  vau t  niieus dire tout de suite que pcrsonne ne comprend la mécanique quan- 

7 1 q 1 1 e h  . Si voii.; IV pouvcz. civitez cfe vous dire: "‘riais comment peut-il e n  etre ainsi '.'". 

r i  1 serez subnier~és. noyés et entraines vers un soutfrc dont personne encore r.'a 
. .. 

ri;iissi ;I .; cciiapper. Personne nc sair comment il peut en etre ainsi. 

.\ i i  (rhapit r~ 1. nou i  avons donné une présentation senérale de l ' i n ~ é ~ r a l e  fonctionnelle. 

I.'ac(*t-ni a Gré parriculièremenr mis sur  ses applications en  mécanique quantique. .\ la 

Gcrr ion i .:;.2. nou i  al-ons présenté une méthode approsimative I la méthode de la phase 

~t aiionriaire I qui nous a permis de&-aiuer l'intégrale de chemin. Dans le cas de certains 

~ ~ r c n t i r l s .  cette approsirnation est exacte. Dans ce chapitre. nous allons généraliser ce 

(-im-n icr r k u i t a ï  en  introduisant le concept de renormalisat ion e n  mécanique quantique 

' i t i .  II. 15.. 
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3.1 Le propagateur quantique dans l'approximation 

semi-classique 

( '14 ( i ~ i i  a 614 appliqué dans le chapitre 1 à un systcme à un degré de liberté sera repris pour 

iin s>.irhrne à ) I  degrés de liberté. Considérons alors un système général. décrit par n coor- 

(~ioniii!r~ aéni.ralisées q"i a = 1.. . . . n i et les moments conjugués p" qui leur correspondent. 

1.v riioil\.errierit d u  système est contrôlé par la fonction d'Hamilton classique qui dépend 

( ! P  \ariitl,iri et. en senérai. du temps t :  nous l'écrivons comme Hiq .  p. t i . où q et p 

G o r i ;  (ie? t-creiirs colonnes de .Y composantes. En mécanique classique. le systkmc c lwlur  

( I t .  i ; ~  ~ :o i i i i~ t i rar ion  q,i au temps L A  à qs au temps t e  en passant par une séquence rie 

c - i t 3  . t ii B. ohrrnoi i i en solutionnant los équations clil mouvenient. 

I-)'qxi~ Fq-nnian .  I 'é~olution e n  mécanique quaritique irnplicpe non seulement lei 5 I 

( - i i r % n i i r i i  5 I cia.~~iqiieisi mais tous les chemins conc~vables entre -4 et B. Pour le ieoir. 

(-oriiriicriquris par I'liamiltonien 

. , 
0 1 :  ic s!-iiii~oit. ' signifie un opérateur a-issant sür l'espacc d'Hilbert. Sous considérons ies 

,rp;ratriir; p" indépendants du temps. L'opcrarcur d 'é \dut ion I - (  t ; i .  t s  I est ddïni par 

1 I i i i i i i  aire si II est liermitique. L'opérateur C -  transforme les états au temps tm4 en 
, , 

( :  ; i i i r  rcs ;rats ai: temps t a .  En particulier. si le système est dans la configuration q . 4  

~ i i i  ienipc :..! reprkeniée d a n  la notation de Dirac par le vecreur ket ;q-4  >. alors la 

~)rohatiiliiS c ~ i i ' i l  soir dans une corifiguraiion entre iqs > et :qs - dqs > au Temps t s  est 
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ou dana la ~roisième équation nous 

( ;rcci: oii le propaoateur 1 égale aux 

< 

ai70ns introduit la notation Ki B. -4) (la fonction de 

éléments de matrices 

[.A f~rniulatiiin de l'intégrale de chemin dépend de la propriété de décomposition de 

1 - 1 ~ p 6 r a t c u r  - :  

i'(t,+ t g  j = Ci t .!. t I i - i t .  t B  (:1. .5 , 

[,il , ii;r u n  irrnps arbitraire entre ta., et t B .  En appliquant cette relation à tous les tcrnpu 

t i i i r c  . 1 = I . .  . . . .\- il'intervalle [ t i .  t s i  cst divisée en .\' - 1 sous-intervalles 

i i \ - t ~  : ; E :,, c i  t s  1 .  nous pouvons esprimer l'opérateur d'évolution d e  t..\ à i s  par 

I i r i t l  iiivvevsiori de transformations unitaires impliquant des temps plus courts 

1.;1 i-vpréserii ai ion de cette équation dans 

1.1~1at i o n  d(: Ferniet ure 

l'espace dc configuration s'obtient à l'aide de la 

. . 
m i t x i  (iq, son1 lei coordonnées de l'élément de volume de dimension n à rous iec temps 

inri~rriiSdiairci t ii t-, .  Si nous prenons la limite du  continu .\- - x. nous obtenons 
, . 
: znipi i t  ude de transition entre et t ~ .  L'éqiiation qui en rcsulte est: 

.Y 

6i!?..41= .Y lirn -.s / d q  l . . . / d q . y n  / < i i + L i ~  i 3 . s  \ 
. - .-O 

I.'irii k a n t  dans 1 3.3 1 dépend de l'ensemble des valeurs q: a chaque instant i: et représente 

i:ii ( - i l m i i n  possible entre i qe4. t .4 ) et  I qg. tg i .  L'espression i 3.S i du propagateur quantique 

c.1 une irirégrale sur touz les chemins d'estrérnités fixes. 

Pour q u e  !'cspresiion !:J.L.] soir plus urile. il est nécessaire dëvaiuer ia fonction de 

(-;rc.eii pour  un temps infinitésimal impliquée dans chaque facteur de K .  En d'aurrcs mots 



C h a p i r r ~  3: Renormalisation en mécanique quantique .j Y 

nous al-ons besoin de l'expression explicite de 171 + e. t..l ! quand c est très perit. Quand 

t ri; petit. la x h t i o n  de (3.2 1 peut être écrite sous une forme préser~ant  la propriété 

c~~ctirirllr d'uriitarité de i-: 

t 'viisiriéroni un  hamiltonien quadratique en p avec un potentiel indépendanr de la vitesse 

iiarriiltoriien est général: i l  décrit n i 3  particules de masses diffcrentes interagissant 

t a r i r  r<% dlci er avec iin potentiel cstérieur. La non-comrniita~i\-ire des espressions contenant 

p l P T  q-' donrit  CE termes d'ordre c' dans le développemcnt de l'opérateur esponcntiel 

Si q..\ ri'eït pi15 au voisinage de q~ ou plus exactement si la condition 

W; ~*ioi&. I :i. i l J est une fonction des points q . ~  cr qe qui oscille rapidement et par  iuire 

; i l  i.alciir mo!-enne esr nulle. L'argument du potentiel \ -  dans I 3.1 l i est q ou q~ ou des 

La phase et I'amplitude du résultat (3.11 I peuvent ètre exprimées en fonction de 

c!::anti~i.i caractérisant le chemin classique partant dc q.4 et aboutissant à qe. A i'oràre 

! . tl0'15 a\-0115 
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. -. 
ou .-,4fi est I'action classique. .A l'aide de la définition ( 3 . 1 3 1  de I'action. nous pouvons 

t.>:pi.irxer !'arnpiitiide de transition (:3.11! en fonction de la dérivée d'ordre deus de I'action 

pa r  r r ippi~rr  aux  points q.4 er q ~ .  La relation est 

i / = i - . Le propagateur infinitésimal (3.9 i csr alors donné par 

Cri w l i a s n n ~  sur  I'unitarité de l'opérateur I * .  Slorette a dtniontré que i 3.15 1 t x t  iirie 

~ ' ~ ~ r r i i i i l ~ ~  n61i.;ralc correcte à l'ordre e quel que soit le potentiel \ ' :321. - .  Choquard donrie 

i ; r i t 7  iiiwiissiori df taillée de la forme di1 rncrnbrc de droite de i 3.15 I quand r - O [XI]. I! 

fi<;ir!oriire que s'il !. a plus d 'un chemin ciassique partant de i q . 4 .  t A  i a i qg. t.4 - c I .  alors 

L Ï  nr+r;tie fonctionnelle permet de traiter I'aspect semi-classique de la mécanique 

n t  c c .  Daris ce qui suit. nous allons discuter de I'estrëmc limite classique. En fair. le 

propasaieur quantique Iii.4. B i n'a pas de signification physique. Xous devons considérer 

i la piaw la densité de probabilité Pi qe. ts :  q - 4 .  ta4 )dqe définie par 13.:3 1. 
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Pour r rouver les conditions aux limites que nous devons appliquer dans le problème 

clasiiqiie. riouc constatons que q.4 dans l'état quantique initial est parfaitement défini. La 

f i i s~ r ihu t ion  dans l'espace des impulsions est alors uniforme. ia probabilité que i'impulsion 
. 9 

sui; (.iaiis le domaine dp, est 

I )iii!> problème classiqiie. des copies du système émersent à partir de i q . 4 .  t;l I avec une 

iriipiii-ion p.., flistribuée uniformément selon la loi iR.L8) j3S;. En se déplaçant Ic long d e l  

i i-;i.itv.roir<~s classiques. qiielques copies atteignent a u  temps t B  le voisinage dqs  di1 point 

1 q L h n -  Ir cas général. le point qs peut êrre atteinr par  différentes routes que ooiis 

: i isr i r iwoni  par l'indice r. Le chemin de type r aboutissant a dqB au temps t B  part dc 

cl : ;iu t c m p  i 1 a\-er üne impulsion appartenant à un domaine que nous norons dp..,,. 

tir w r w  qiir la soiution classique de  notre problème est 

wi rioil' avons introduit dans le troisitme membre le jacobien de la transformation dc p.4 

q b .  S'i! n'!- a pas de chemins classiques entre I q.4 .  t..\ 1 et i qg. t g  1 .  P est aiors zéro. 

Si l'action classique LI qei. t: q ~ .  t~ i est connue. nous avons 
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L,: ~iiifcrcncc tlntre ccttc formuie purement classique et le carré de la formiilc quantique 

. r i i i  propagateur considéré à un temps infinitésimal est que. pour un temps fini 

- i . i l  .- a ~I~is ic~i r i :  chemins classiques qui contribuent à I'arnpiitude de transition 

I I I  i .  La raison iondarncntale de l'apparition du dtterminani dans i 11.19 t oii 1 :j.'_>-l i 

i i i  r i \  Iii : i ~ ~ l i ~  r iasique du problème quantique est ie principe d'incert irudc d'Heisenberg 

( ! i i i  iiri~ic>sr Iirir  icriorance - rotale di1 moment conjugué associé a la variable posi t.ion. 

LCt Lnii i lr  enriGre (les chemins clasiques irripliquant ioiites Irc t.aleur-s possiblcc; (ici 

f b  n riit i)irs w r i j  uguees devrait rtre considérée. La propriéti de transformation de cet tt. 

L:riiilir ;ipparaIi fians ia forme d u  déterminant D,re qui représente la densité de cherniris 

f i t h  i t x  i'ariiiile au  point B. Dans le présent problbme. q l  est connu avec iine p rk i s ion  

r r  11 faut  aiors considérer la farnilie de chemins partant dc q.4 avec :oui lcs p ,  
' 1  9 

i ) t ) - G l  r ~ l t ' b .  

Poiir r]érii.cr /a formule classique 1':].'24i et l'espression scmi-ciassicpe q u i  lui est reliée. 
- 1 

I I  hiii niont rer qiie seulement les chemins ciassiquec; contri huent d'une manière siqnifica- 

i in. (-!ans !'intearale de Feynman i 3.16 I ou 13.171. En cffcc. l'intégrant dans I 3.17 i est 

ct1ritiralcnierit une fonctionnelle du chemin "fictif' qi t i qui oscille rapidement. Dans la 

ci:  liariori -(.mi-claisique oii l'action d 'un  chemin partant de i q-2 , .  : .\,I à I qs. is 1 est large 

:r!trsiirt..i cri iinité dc h 1. la contribution du chemin qi t I à 11-1 B. -4'1 est éiiminéc par un  

(-ilt-miri .:oisin qi t 1 - $qi t 1 .  

En appliquant l'approximation de la phase stationnaire. Murette i.3-j et C;utzwiller 

! 2 '  . . orir 61-alué la contribution d'un chemin classique particuiier q,l: t à l'intégrale fonc- 
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t ion nelle. C'et re approximation consiste à développer l'exponent iellc fonctionnelle figurant 

dans 3.16 i autour du chemin classique jusqu'au deuxième ordre en dq( t i et à évaluer 

!'iiiréoraic gaus ienne  de .: n dimensions. Le résultat dépend du déterminant 

. , 
11our- l .  j = 1. .  . . . .\' et n. -3 = 1.. . . . n.  L'éi-aiuation de 1 est possible uniquement dans 

, . 
I-lcs <-as speciaus: particule li brc en n dimensions. oscillateur harmoniqiie. part icuie en 

!irt;+rii(.r d'un potentiel unidimensionnel c t  particuic en présence d'un potentiel à symétrie 

St;anriiaini. il  cst possible d'utiliser une approciie différente consistant à efTectiier les 

i n t  e r a i  ioiis -tir Jqi. . . . . dqeY (ilana i 3.1; I succersivcrnerit en appliquant I'approsimation 

( i c b  !a !)haî<. stationnaire à chaque stade. Si nous intégrons sur qi dans i 3.17 1 en gardant 

q,, . q2. . . . . q,v - 1 fises. nous obtenons 

11 i.51 riair - i i ' i l  cit possible d'évaluer les .\- - 1 intégrations qui restent en itcrant ce pro- 

ct.sciii. Eri riotant d r  nouveau les différents chemins classiques par l'indice r. i'esprcssion 

(-'et ir iorrriuie semi-classique du propagateur. appelée formule de \'an \-leck. peut être 

cdt;ri\-i.e en appliquant i'approsimat ion \\:IiB a l'équat ion de Schrodin-er i7. 34j. Dans 

(:ri i c  approche. le facteur de normalisation ou l'ampiitude D+4s,,- exprimée sous forme d'un 

~rn i inani  I 3.23 i cst donnée par une solution d'une équation de con~inuité classique. 

C ' c l i   TC-^ soiuciori a été ciérerminée explicitement par Choquard [:33i . . et \-an i'leck i3.j'. - .  
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3.2 Conjecture 

1.2 krniiiie de \'an Yleck (3.27) peut s'écrire sous la forme équi~alenre suivante: 

;ii.<li :'l q . . , ~ .  i 1 l'action classique évaluée le long du chemin classique qui débute en q, au 

;txii?p- I .! PI aboutit en qs au temps t e .  .1° est un facteur de normalisation dépendant du 

icri;p. niais iridépendant de la position. 

D ' a p r i i  1.5. -!O]. si on FC donne une paire de  conditions aux limites iq( t . 4  = q,. 

qi 1 = q~ t .  une infinité de chemins classiques. correspondant aus différentes valeurs de 

i ' i i ( - t  ion. ir?tcr\.icnnen~ dans i 3.2s 1. 

Qiiarid i'liarniitonien est quadratique en p' et q'. I'équation i d.2S I est esacte. c'est- 

w i i r c  cpc ia wmmc parcourt un seul chemin classique extremum de l'action. Dani  le cas 

dfl  1.0-ciliateiir iiarmonique. nous avons d'après 1 l.ll-4 i. 

I.'6t*nlution libre dans une variété correspondant au groupe de Lie SI-!L)! est un autre 

~1st.niplr oii la somme sur tous les chemins classiq~ies est esacte :39i. 

( '1 iii ton-Bock a déclare que i 3 . 3  1 est exacte dans tous les cas j%]. C h  simple cont rc 

t~st1niplr  c i t  donné par Selson [Al]. 

3.2.1 Enoiicé de la conjecture 

';ou- allorii explorer l'esrension de la validité de I :3.2C- 1 lorsque la somme parcourt un seul 

( . i i t . r i i i r i  classique dans le cas d'une classe larse de systèmes quantiques. si nous admet- 

' 0115 q u e  l'ac: ion classique est remplacée par une action renormalisée. L'inspiration vient 
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rit. ia ïenormaiisat ion des théories des champs quantiques. L'apparition de divergences 

(1m- certains termes dc l'expansion perturbarive (diagramme de Feynman en boucle1 né- 

(mr-l-i~e i in r  ~énéralisat ion de la théorie des perturbations faisant usage de contre-termes. 

Dari- r t i t  1 r +ukdisa t ion .  on se donne une prescription permettant d'évaluer les infinis 

J t b  nianièrr rion ambiguë: c'est la ré-ularisation. Les contre-termes sont ensuite iitilisés 

 NI- rcriorriiaii-er la théorie. de manière à obtenir par une procédure de limite mathé- 

!~îiiti<!ii<> imr rhspnsion perturbatiw des grandeurs physiques qui soit finie et bien définie 

I I  r i .  La thtorie est qualifiée de renorrnalisahlc. c i  à chaque ordre perturbatif 

I ~ x < ; .  Ir rionii~rr de fonctions dc Green divergentes est fini. Par la suite. un  nombre fini 

1 if. r . o r i t  rrr-terrn~s sera en principe nécessaire pour lcs rendre finics. Dans le procedé de 

rf~riornialisation. on distingue les quantités renormalisérs iles quantirés nues par cc qu 'on 

.i;)i)tlllc iib.- (mrrrct ions qiiantiquci. On introduit p a r  esempie l'action reriormaliscc I ar- 

7 i o r i  (!ii;iiit  iqiie I rsprimcc en fonction des paramètres renorrnalises ct l'action nue  esprimér 

1 % : ~  ioiic: ion (ics paramètres nus. Mis à part la différence qu'il J- a entre les paramiltres 
.. , 

~ 1 ~ i , s 1 1 i a i i w ~  r t  les paramètres nui. l'action ainsi q u e  les fonctions dc Green ont In r n h e  

i i  rl:(-iilrt? rians leur forme renormalirée ou forme n i l e  La mccanique quantique cst conque 

[-t>riinic iinr tliSorit. des champs quantiqucs cn  O -  1 dimension. Dans cc cas. ['espace-temps 

( . ~ - ~ r i : i ? t r  txn 1 un point i I i temps 1. Le champ ai 1 I défini jiir cet cspace-temps dc O - ! 

l i ! i i l cns ion  est éqilivalent à la posiiion de la particule quansique. 

Par ana lo~ie  avec la théorie des champs quantiques. nous susgérons qu'il esiste une 

w t  ion i-enormalisée décrivant l'amplitude de transit ion ( fonction de Green i ayant la même 

ï i i ç r u r i 3  r p r  l'action classique mais exprimée en fonction de paramètres différents. Ceci 

I : L J I ~ S  ariienc a formuler en mécanique quantique [16. 1i.j. la conjecture suivante: 
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i I  ttsiste irne action renormalisée 

Iwrnit3rtanr d'exprimer l'ampiitude de transition par 

D a n -  1 :i.:j'I i. Clci signifie qu'ii s'agit d'un chemin classique correspondant à lin es- 

: rmriurii rie l'action .Si q,/ i. .!' est  le facteur dc  normalisation correspondant à 3. Cornrnc 
. , 

! r i t  i n  3 . 2  1 .  3 . 3 2  i est valide a\*ec la méme action 5' pour l'ensemble des condi- 

i i o r i .  i i u s  limites q . 4  = ql t.4 1. qb = q( ts  1 .  Lei paramètres de l'action renormaliséc 

( l + d m t  d u  icnips T = t s  - t4 mais ils convergent vers une  limite non-triviale quand 

1 - s. ( ' l i a c p  dépendance en  q . 4  et q8 entre i-ia la trajectoire classique q , .  Lci 
. , .  
I l i t  rrcr.- pli>-siqucs d ' u n  let résultat retenant airisi notre attention sont: 

r i : 5uppoionc que nous avons construit l'actior! renormalicée S. Par conséquent. l'intc- 

grai<& {ic (-hemin serait complètement déterminée. 

! i i  l .5' (.li.iinit. tirie action rcnormalisée en mécanique quantique. -4 partir de 5 .  nous 

; m ~ i  \'orii alors est raire la masse renorrriaiiste et les paramctres di1 potent icl renor- 

mal i&. 

... 
: 1 1  1 L'c'quation !3.:32 I est une simple relation entre l 'ampli tudc de transition et l'action 

. . 
.> qui n la mème forme mathématique que l'action classique. Dans le domainc do 

ciiaw r l u ~ n t i q u e .  on utilise la formule de trace de Chtzwiller j43i. qui. dans le but 

1 - i ~ .  coniprendre le chaos quantique dans un régime semi-classique. offre une reiaî ion 

t>nt rc i 'anipiitude dc transition quantique et les orbites classiques. L'équation i :3.:12 i 

t.?sr pius simple que la formule de trace de Gutzwiller. Elle nous permettra de définir 

!r c i iao~  quantique d'une manière non ambiguë. 
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I i v 1 L'équation i 3.32 nous permettra de traiter le problème d'instantons en mécanique 

- L'6quation ! :3.:32 1 pourrait être appliquée à l'espérience des deus trous de lbung .  

ou\-rant ainsi la voie a une nouvelle interprctation des phénomènes quantiques. 

3.3 Formalisme effectif 

IJaris ( . t A r 1 t .  ~ e c t  ion. nous allons décrire la notion de l'action e k t  ii-c t raditionnellernent 

: 1 t i 1ist;r tlri rkorie:: ries champs quantiques. Ce formaiisme a été in!-enté par \\éinberg ct 

( 'olriiiiiii j-l-l:. 

3.3 .1  Act ion effective en mécanique quantique 

Polir 4Ciinir l'action effective. considérons l'hamiltonien décrivant l'évolution d'iinc par- 

: i ( - t i i i *  a'sant. pour pl1.1~ de simplicité. un seul degrt de liberté. 

6.: Li potcn:iei 1'1 ij est un poiynome paire de q. La fonctionnelle gcncratrice des fonctions 

{ i i i  O tlçt 1'6tat fondamental de M. q j  t = E arit 4 e - i H ' .  J (  t I est une source s'annulant 

i: I'iririni. ei 'T .si le produit chronologique. Dans i3.351. l'intbgration se situe entre 

- s c! - s. La fonctionnelle sénératrice des fonctions de Green connexes est définie par 

( I "./' . . = -ih in ZI.J] et ia transformée de Legendre de II ' [ J i  donne r r q j  qui sénère les 
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fonctions de Green une particule-irréductibles [G]. r[q] s'appelle aussi l'action effective. 

En  indiquant que  q est la variable conjuguée associée à J .  i.e.. 

( , I I  ./ iir\-rair Ptre considérée comme une fonctionnelle de  q en inversant la relation i 3.36 1. 

i.n ionctinnncllc r[qj représentc l'analogue de l'action classique. 

O;I i 1 q = ni;'q' - ( 'i q 1 .  et peur  ètrc écrite sous la forme 

. 'artir de la dérivée fonctionncllc dc l'action classique par rapport à q( t i  no^ 

121 , I  m o n i  1'6quation d u  mouwmcnt d'Euler-Lagrange 

DI. in riWriic manière. la dérivée fonctionnelle de l'action effective rjqj par rapport à qi t !  

1 iuriric;i: par 1 :;.;Ki i conduit à 

1 3.4 1 j 

Ccrr r Sqiiar ion peut  être écrke sous la forme 

. . 
L':;q: adniet une expansion en puissance de h et ses coetncients sont représentés par 

fies diaorammes de Feynman comprenant des boucles. Sous pouvons alors interpréter 
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!'tiquat ion intégo-différent ielle ( 3.42 j contenant des correct ions quantiques comme une 

p~riurbat ion de l'équation du mouvement classique. 

.Afin d'interpréter les solutions de 13.41 I .  nous écrivons ZiJ j .  définie dans i :$.:15 i . dans 

1;: iorrnr 4qiiii-alente 

O ,ii I -2; i.. t : i est l'opérateur d'évoiurion du remps t,: au temps t i  dans la représentation 

tic >ciirodingcr et en présence d'une source extérieure J i  t I .  Sotons qu-en mecaniquc 

(!iiantic!uc~ .II t I PSI une force estérieure. La variable conjuguée à .J est alors 

(;~;:it;i.aicrncnt. 1t.c états ,3!4,1 et i û f ~ i  sont différents. q( t  i est iin dément non-diagonal d c  la . . 
::i;ii:-ic~ rcprGsenrant l'opérateur q entre deus états évoluant en présence de la source .Ji t 1 .  

Par \ i l i l ( . .  !a wlution de (3.41 1 peut être une valeur compicsc. Dans le cas harmonique 

/ - 1  1 ;  I t-onitant . ; .AJ1 et larn) sont des états cohérents et coïncident. à ilne phase près. . . 
- i  . J I  1 = O.  o i ~  .J est la iransforrnée de Fourier de ia force estérieure. Dans le cas 

~i i i i i i rmüniquc .  des conditions compliquées devraient être imposées sur J de façon a ce 

( - ! i i t3  i c ~  deus Gtars coïncident. Si ces conditions sont satisfaites. q i t i  est alors la valeur 

iiio>-riiric de l'opérateur de position. 

3.3.2 Dévelo~p  ement de I'actioii effective en boucles 

peut pas être évaluée esactement dans lc cas des q-st èmei 

cioniqilcs. i.e.. C'I  q i = constant. !'ne approximation semi-classique. couramment utilisée. 
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I Y I  I'espansion en boucles (46. 471. Ce schéma d'approximation consiste en un clé\-eloppe- 

ment dc T:qi - .  e n  puissance de R. .\ l'ordre le plus bas. l'action effective coïncide avec 

! ' A C T  ion clnssicpc. dors  que le terme à l'ordre d'une boucle s'exprime sous forme de déter- 

riiiriarit fonctionnel. 

I'CJL:~. o i m n i r  l'cspansion en boucles. noils esprimons Z [ J!  sous forme d'une intésrale 

di .  (.iii~triin j4h:. I 3.43 1 -'ticrit comme 

1 , I I  &:.J I  c- t  tionriée par  l'intégrale de chemin 10;. . . 

1 1 - i  z,,[.i. = i. Ou rt d!qi: est la mesure fonctionneile sur l'ensemble des chemins satis- 

fii i- ; t t i t  > ails conditions a u s  limites qi -T i  = s. qc T I  = g .  L'intégrant dans 1 :).49 i peut  être 
. S .  - : . c z i i i ; i r i x l .  d cause de sa forme purement oscillatoire. en remplaçant par -, = 1 - i,- 1 

T - S .  En comparant (3.4s) et (3.491 nous obtenons: 

--\ppliquoris maintenant l'approsimatioo de la phase stationnaire voir la section 1.3.2 1 

;: :;.iii 1 cn faisant une  expansion du  numérateur autour de la soiution qo( t ;l de 
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y i i  s'arinulle lorxjue t 1 + x. NOUE trouvons 

- - 
J d[qj$ e &  fiT ~ ~ ~ ~ 2 ~ t ~ - ~ ~ 7 2 ( t ) - $ ~ * " ( 7 ~ ( t ) j q 2 ( : ) ~  

lim lim 
:-O+ T - . x  / d [q ] ;  ek ~L~dt~'~ti-~~~?'(t)l 

S4,ron- qw lei intégrations sur x et y disparaissent parce que r o i  . est proportionnelle à 

(iari.  in iiniitc classique Ti - O .  En effectuant l ' i n t é p l e  gaussienne dans i 3.3.' I nous 

< l ' . ' C l I l ~  

i ciet (-3: -di - $ I ' ' ' ~ ~ ~ ( I ! I )  
x C  hm lirn 

5-0- T-3z 1 \ det i -8; - + I 
O i i  it.. opi.rai+xiir~ différentiels agissent sur les fonctions yi  t i avec des conditions aux limites 

. i - i > t a  Diri<-hict.  i , i  -T = yi T i = 0, .A partir dc i 3.53 i nous obtenons - .  

( 'orrirnc I17: est déterminée. nous devons cn principe eEect uer la transiarmarion 

4 t h  L(rmitirc fonctionnelle i3.371 dans le Our de calculer r [ p i  Pour cela. i l  faut d'abord 

ri.-olidre 1 :i. i i 1 pour exprimer qo en fonction de J .  puis in~verser i 3.36 1 pour ai-oir .l en 

f ~ i r c r i o r i  rie (7 et par  suite la relation qiq& 11 est clair qu'il est impossible de réaliser 

1 '~~r iwn ih ie  9e ces opérations d'une manière exacte car il !. a une opération qui  consiste a 

n x j i i t i r r  !X!iiarion du  mouvement non !inéaire 1'3.51 1 .  

Par contre. nous pouvons déterminer rlqj de la même f a ~ o n  que  II- :JI .  La forme du 
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.-\ I 'urdre zéro en R. d'après 13-36). nous avons 

L n  r~ l i i r ion  Ïonctionnelle qicloj est triviale à l'ordre zéro en Ti et le premier  terme dans 
. )  " 

1 .>.;,, e t  doriné par  

Lhris le bui rie salculcr Ics ternies d'ordre supérieur. posons q = qu - hg'. SoiLis obtenons 

.\!>ri.\ i inr intcgrat ion par parties. nous aïons 
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Pour déterminer Tr i q j  il esr con\~enable d'éliminer q' de ( 3.63 i. -4 l'ordre zéro en fi. nous 

3.3.3 L'exy ansion dérivative de l'action effective 

9 .  

i.'iicr i» i i  ciaisique Siq! est une intégale sur le temps du lagrangien dependant de qi t i et 

1 
. Par (-unséquent. i'éqiiation du mouvement classique i 3.40 i est une équatioo diiféren- 

T ieilil 'r Iak l'act ion effectiiee riq] dépend du temps d'une manière non h a i e .  L'équation 

.:nriat ionncllc 1 : 3 . 1  i 1 est alors a son tour non locale. Par contre. si qi t ) varie lentement. il  

t.5: p û ~ s i b i e  de déi-elopper rlqj autour d'une valeur constante de q lespansion dérivative 
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-!!L 50: I. Dans cette expansion. r[q] est écrite aussi sous forme d'une intégrale sur le 

:ornps (l'un lagrangien ayant la forme d'une série contenant des termes dbpendant des 

l i6r i i .S~- dc qi t i d'ordre croissant: 

L-t1:;pari-ion ilCrivari ve  1 3.6s i ne converge pas gf néraiement. elle est i~niquernenr ivalide 

Io:.~r!iir yi  / I - constaiite. L 'abscnc~ de termes impairs en qi t i dans i :3.6F i est due i 
. .. 
. I ri i-ilriarice r i t .  I'harnilt onicn sous le renversement do temps. 

Si ! '~~xpans ion  dfri~.ative est rronquée a un  ordre fini ?.je. l'tquation variationnelie 

(! i i i  i i i i  rnrrespond est d'odre ?.Y. Xous ai-ons alors un problème de Cauchy ai-ec 2.Y 

{- r~ r i r i i i i c in~  iriiiiales. Ccs conditions ne  déterminent pas compiètcment la fonction d'onde 

inii idr di1 -!-;ri.me. Des contraintes devraient être imposées sur le chois de la fonction 
1 .  

: r d  in t a 5 .  L'expansion déri~at ive d'ordre deus s'écrit 

S ~ i i s  allons déterminer I'espansion dérivative 13.79;  en adaptant. à la mécanique 

c;!iantirlue. la méthode i49i - - utilisée en théorie des champs quantiques et basée sur le 

Lrnlaiismc fonctionnel euclidien. 

Th,- !-approche euciidienne. I'expansion dérivat ive peut être obtenu en utilisant la 
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!%ricr ionnelle zénératrice des fonctions de Green euclidiennes 

o i i  I';iction eiiciidiennr LE[qj est définie par 

j\$'E [ J l  
f<i i  !marit Ilf-:.I: = ri ln Z E [ J ]  et q ( t i  = î J ( , ,  . nous introdüicons l'action effecri\.e eucii- 

Par anainoie a.i.ec iec r6iiiltats de la section i 3.3.21. a i'ordre d'une boucie rious avons 

donné dans la Forme 

oii I 1, I /! 1 c t  Zi q !  sont les même fonctions que celles apparaissant dans 13-65 i. 

En combinant  1:3.T;i et 13.701 et en prenant qi t 1 constant. nous avons ia version 

t.:i<.iidirnnr d u  potentiel effectif 

! 
- 3 7  . - J2SEi0] ' [ '-'E'q' ] - kindcr [ . . ] dt I i q I = In det - iq! t \&ri s I r>qi t !bqi s 

.\\-f.(: !'iinalo?ue foncrionnei de l'identité ln der A = rr in A. vaiable quelle que soit ia 

ria; rice iiernii t ienne A nous arrivons à 
-.-,9 - - 

[ 2 4 , [ q j ]  [ n - - , ~ q ~ ]  
ln det = t r ln  

[ c i q ,  t ing( i dq\ t 'I&J s 1 



C'hapiirc 3: Renorrnalisation en mécanique quantique 76 

Si nuus ut ilçions les notations de Dirac nous avons 

-, - 
o i i  1 'u~t;rair i ir  P est défini dans la base { t ) }  par ( t l P i s i  = - i & d t  - s) .  i3 .SOi  devient 

.\ ! ' ; i i r l c h  dc ln relation de fermeture J' dplp/pj(pi = 1. où Plp' = p l p : .  nous pou\-ons écrire 

l ' integale figurant dans I 3.Y-! i. nous appliquons la formule 5tnérale 

riciils a\-on? titilisé le comportement dc la fonction d'Euler. rjai - o quand ci - O .  

E i i  pr(lnarit r l  = i dans I 3.E.5 i er avec i 3.S3 i. nous avons finalement 

Lii riGterminarion de Z l i q j  est un peu plus compliquée. X partir de i3.791 nous 

( u r i a r n i o n s  q u e  Ziqi  est le coefficient du terme contenant q( t 1' dans l'action effective. 

I ' o i i -  pou\*ons alors écrire ;49j 

- 7 -  - - o2 .SE iqi 
d l  ZI 1 q:  f i i i 2 (  t t = ln det [ i q i  t ) d q ( s  I ] - ( , i n c ~ e t [ ~ ~ " ~ ~ ' ! ] )  :~.S:.I 

O @  : Idql j i ,Tc-q ( t ,  

1 . t ~  prcniicr tcrrrie de droite de i r J .S i i  est essentiellement l'action eifective a l'ordre d'une 

Louclc aiorii (.lue Ic deuxième esr dû  au potentiel effectif. Le second déterminant dans 
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1 :i. 5; I est à évaluer avec y, constante qui devrait ètre remplacée par q( t I seulement a la 

I . - - Le terme de normalisation de Z E [ J !  commun à l'action effective er au potentiel 

t-Kccr i esi Climiné. Soient T et P deus opérateurs satisfaisant ia relation de commutation 
. .> . y .  P' = i lei éléments de matrice ( t l f l s i  = - ; "b i t  - s i .  (plT!q)  = - q j .  oh 9 : ' P 

: . .* ct p . q' sont respectivement les Lvecreurr propres de T et P. 

Er .  6<-ri\-arit ia différence de deus logarithmes d'opérateurs définis positifs dans la 

i!,iii. airi\-orii à I 'cspression suivante 

j l i  ( 2  = T - f . (11 / = S,i)?l'i q ,  t 1 i et bi t i = d:a:l-i q i  t )  i. Tous les termes proportionncis 

il !!--. n i - w  n 2 :$ sont négligeables. Ils ne contribuent pas à la détermination de Zli q ~ .  

. \ ~ - t . ( -  Ir ci&-clappement I :3.90\. i 3.S9 I devient 

or. / f - v - i F -  t esr la partie diapnale du noyau de l'opérateur E - " ~ "  correspondanr a u  

propagateur quantique libre alors que t i c  -irnp2-Q.I~ : j t + ~ = 5 ~ : ) i 3  . I t :  est la partic diagonale 
P .  - . -  - 

, i , i  <ie l.opérateur f-1~P2-~~(tl-i~'~(rl - 1s . correspondant a u  propagateur quantique 

(if .  Im~j?( . i l in teur  harmonique. En insérant leurs espresrions données respecti\-ement par. 
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Soiis supposons que g constitue un couplage faible. g << 1. D'après 13.861 nous avons 

correspondant à un temps d'arnplitudc large. ie 

~ i t+ lopp~n ien t  des paramètres du potentiei à l'ordre d'une boucle. s'écrit 

1 1 . :  1 - . ;  sont respectivement le terme quadratique er le rcrmc quarrique apparaissant 

( L I  r ~ s  i t .  poicnt iei \ 'i r! ! ayant la forme i 3.96 i. 

3.3.4 Coiiipraison entre l'action renormalisée e t  l'action effec- 

t ive 

Er1  rifra frai. lc tiéïeloppement 13.61) ne converqe pas. De pius. du  fait de la présence 

it.5 1 ernirs  dt;ri\.atifs d'ordre croissant. l'équation du mouvement i 3.4 1 1 csprimée sous ia 

fornic de in déri\-éc fonctionnelle de rEiqj par rapport à q n'a pas la mème structure que 

1't'yua:ion riu mouvement classique (:3.-101. Son intégration esige l'imposition d'un nombre 

( i f .  condit ions initiales supérieur a deus.  

ic i .  noiii \usgérons de décrire l'amplitude de transition en mécanique quantique par 

i i i i c -  i\i.tion reriorrnalisee ou une action quanrique auan? ia même structure que l'action 

(.la--irl1ie r~iais avec des paramètres différents. Cette action quantique est différente cie 
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l'art ion effect i\-e dans les aspects suivants: nous postulons que l'action quantique est li- 

I)rr i-lc termes dérivatifs très élevés. L'action effective est donnée par la transformée de 

Leccndre de l'amplitude vide-\.ide < O. -x O .  - x > et interprkée comme l'énergie de 

1'4 nr fmdamcntai. Elle correspond à une amplinide de transition de temps infini alors 

y i c  l'aciion quantique est défi nie pour un temps T arbitraire. En fait. notre définition 

! 'art  ion quantique est reliée a la méthode fonctionnelle de Schrodinger appliquée en 

: I!t;orir qilantique cies champs l.j2j. Cette rnétliode est utilisée aussi e n  t héoric qmn-  

: irl11e de.: champs sur rbscau oii les effets de volume fini sont esploités pour déterminer lec 

param6t rrs  rmormalisés et leur évolution avec l'échelle (531. En choisissant des conciit ion' 

a . 1 1  Ironriix-rs appropriées sur les champs et en faisan; varier la taille di1 réseau i l  est pos- 

;i  i > l ( .  . i f .  rl6t crrnincr niimtriquement les paramètres reriormalisés i la massc. Ir couplage. le 

i r i < . i  thur fit. renornialisation dr l'amplitude du champ 2. etc. i .  Sous ri'tivons pas dc prcuve i  

1 i f \  ! '<Y& ti.ncr dc l'action quant iquc mais nous allons donner un argument numérique cn 

3.4 Validité de la conjecture: Argument numérique 

3.4.1 Algorit lime 

('onsicii.rons un s~.stème à un degré de liberté en  présence d'un potentiel local. Sous 

! )i.<ipown'; {ie déterminer numériquement I'act ion quantique qui lui correspond. Pour 

c r i a .  i l  !;,tir d'abord 6vaIut.r le propagateur qui dans la version euclidienne s'écrit 
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est I 'acr ion classique dans ia version euclidienne. i3.Z j devient alors 

GEi&.  tm4. q B .  t g  I = .Li esp  

Dai is  1 :$. 10:3 i .  l'action euclidienrie 2E est donnée par 

1.t. passage du  temps réel au temps imaginaire fait que I'action euclidienne LE differe de 

.>' par I P  iione du potentiel ainsi que S E  et 5'. Dtsormais. nous travaillons dans la versi011 

- i i r i i r l i rmr ie  de  I'lntéqalc de chemin en omettant l'indice E. 

Spkifions tout d'abord la classe de potentiel. Soit une particule non rciativiste de 

I:IASW m .  soimise a tin potentiel local L - i  q ~ .  Xous supposons que I ' iq! est positif. almant 

i i r i r ~  I)oi.~ic infbricure et donné par la forme polynomiaie 

i.'iirt ion classirlue est paramét risée par m.  ru. . . . . r . ~ .  Sous fisons ie porent iel corre- 

-!>onriari: i l'action renormalisée par  la forme suivante 

I.'iicr ion rcnormalisée est paramétrisée par fi. Po. . . . . P.\. i 3.IO:l I se réalise. une fois 

(.!ri(, ics rond i t ion~  aus limites q( t.4 i = q.4. q ( t ~  1 = q~ sont fisées pour un intervalle ae 

c n i p  T = t - !,\ donné. Soit 

P = { q i . - - q ~ ]  i :i.iOi i 

!in ensemble de points appartenant au bord du domaine d'espace de l'évolution de la 

?aïiiciiie. Pour chaque temps T = t E, - f .4 et une paire qi ta4 i = q.4. q( t a  j = qs telle 

y ic  u, ,  . q~ < P nous calculons le propaçateur quantique euclidien que nous notons Gr,. a 
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. : , . Etant donné que le facteur euclidien de normalisation .<' ne dépend pas de 

(11 t . \  1 = q.4 et qi t s !  = q ~ .  nous le substituons dans 

1 :i. i Ui) i r[lpr&sente . 1 2 ; 2  - O! J i équations indépendantes déterminant l'action quantique 

iilvr.: qur m t c  ciernière dépend de .Y - 2 paramètres. 

I '<>iir al-oris choisi un nombre d'équations supêrieur au  nombre de pararnktros à déter- 

n:iric.i .  Dans c-e cas. i 3.109) est u n  système nori Iinéairt. surdéterminé. Pour le résoudre. 

i i ~ i i s  ;i\-oris utilisC la méthode des moindres carrés qui consiste à trouver une  solution de 

L k w  3 . 1  li) !. \' est unc fonction des paramet res de l'action quantique. fit. Co. . . . . C -  i .  

3 -1.2 Potentiel harmonique 

Soiis a\.ori.; calculé le propagateur quantique euclidien en utilisant deus méthodes dif- 

f4r~~riies. à iavoir la mcthode llonte-Carlo décrite au chapitre 2 et l'équation de Schrüdin- 

W .  D'spr& ia formule de Fe!-nman-Iiac. quand le temps T est large. l'espression asymp- 

t ot ique r iu propagateur quantique est dominée par la contribution de l'état fondamental. 

i.;i r&ol:itiuri de I'équation de Schrodinger nous a fourni un nombre .\l de ~ a i e u r s  propres 

- c - ' l r  problSrns revient à à considérer la fonction non linéaire f : 2" - 2" avec m > n et  i chercner 

, in?  w i u t i o n  1 - l ~  f ir  i = O .  Comme il y a plus de conditions que ci-inconnues. la solution est déterminée 

-n 1iiinimisanr I , r i z  i l ! - .  
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6 r a t  fondamental plus .CI - 1 premiers états escités) et les fonctions d'ondes propres cor- 

scspondantes. I-ne somme spectrale sur ces .\[ états quantiques nous donne l'expressior! 

as!-rnptorique d u  propagateur. 

La ciétrrniinarion du minimum   lob al de i J .  110 1 .  revient a résoudre un sj-stème non- 

i in6air r  ~urdétcrminé. Pour ce faire. nous avons appliuué la méthode itérative de Gauss- 

>;r[ircir i .  .:\ chaque itération. \' est évaluée en dérerminant l'action 5:;" Le calcul de cette 

~lf:i.iiii:rc~ rikrssite de rrouver le chemin classique. solution de l'équation du mou\-emenr 

iissii.it:r ir a u x  conditions aus limites 

Lt l?  (;qiiat iuiis 1 3.11 I 1 ct i 3.1 12 1 forment un problème aus  limites I équation différentielle 

; 1 ? - ( ~ .  1-or!ditioris au s  bords 1. Pour ie résoudre. nous avons utilisé ia mét hodc de tir mcttant 

f a r i  ipli I'itlgorirhrnc de Riinse-Lutta et !'alaorithme de Seivton-Raphson. 

I.'o.r-iliat~ur narmonique correspond à I 'l q ; = r - 2 q i .  r - 2  = 1 2 i avcc les paramètres 

r i ,  = -- = ii = ! 1 .  Le rhemin ciassique. l'amplitude de transition et l'action renormalisec 

G ~ ~ I I :  conniii analytiqucmcnt. .' = S. Lc cas du potentiel harmonique sert à tester nos 

airrorii iimei.. i'esr ima~ion des erreurs statistiques sur les glémenrs de matrice G;, et leurs 

inllii(3rires sur  la propagation de l'erreur sur les paramètres de l'action. Les points P = 

i :il. - . . . '1 J j appartenant au bord sont équidistants le long de l'intervalle '- h. bi. Les 

! -+ 'wl r  a t 5  w n t  résumés dans le Tableau. 3.1. 

3 .4 .3 Potentiel anharmonique 

. \ i ir :  tic comparer nos résultats numériques avec l'espression analytique du potentiel effec- 

: if  di4~csminée en appliquant la théorie des perturbations. nous avons considéré I'oscillateur 
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Fit .\IC 1.0001 : 1.183.5 0.0000 1 O.500.5 1 23.71 , 2 

9 ,  '1'4 )leil 11  :j. i : Les paramètres renormalisés du potentiel harmonique. \ -: q , ~  = k q -  avm- 

r u  = 1.  Ii = ! c t  = 1. Comparaison de C avec Y. 

i i i~ i -~i io~i  iqiir r n  p r k n c e  tl 'unc pcrt urbation anharmonique faible 

; i \ -w-  1.2 = 1. ci = I et  A GY 1. Dans les Figure 3.1 et Figure 3.2. nous présen- 
- - 

m i ?  ia dépendance des paramètres renormalisés rii. co. L.? et i.., cn fonction du  temps 

i t .  i'aliipiiiiidc de transition T dans ic cas de X = 0.01. Ces d e u s  figures illustrent la 

curi\.crgent:c tlcs paramètres a\.ec le temps T .  

- A .  

tri  :aisam i.arier le paramètre X le iong de i'intervale O 5 X 5 0.1 (pertubation faible 1 .  

rini:? ii:.ûnç ~ i i i cu l é  numériquement l'action quantique i au  temps de transition T = 4 )  et 

, . 
! ai-cris iomparee avec ics prédictions de la théorie des pcrturbations de l'action effective 

i l'ordre ie plus bas kpa t ions  1'3.Y9 1 et i 3.1001,~ Les résultats son1 présentés dans la 

Figure 3.3. Socs constatons que le potenriel effectif et le résultat numérique du potentiel 
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de I'action quantique sont très proches. Le désaccord à X -. 0.1 est dû à la négligeance 

(Ir. icrmec dc correction d'ordre supérieur dans la série des pertubations. 

3.4.1 Potentiel quartique 

\ i ; t i r i rwm. considérons une interaction de la forme 

S o i i 5  ;,\-on': calculé numériquement I'enerc$e de l'état fondamental. E(, = O.ii67SSti. 

1 . :  li* \;tri;iricc tic la fonction d'onde. cQar,, = 0.2Y7333. -4 partir de ces deiis dcrnièrcs 

( ! i i ; i r , r  i t& .  riciils iritroduisons une échelle de temps et une 6chelle de iongucur. 

I . ~ i i  lc linmaine O < T < 2. nous avons calcul6 le propagateur par Slonte Car10 a\.ec 

.\-..,. .... = 4000. .\',,,, = 2000 et = 1000 alors que dans le domaine T > 1. nous 

1 . - .  c ~ w r i ~  . (-alcille à partir de .II états quantiques en r6solvant l'éqiiation J e  Schrodinocr. 

h i i ~  a w n s  pris .\I = 30 dans le cas 1 < T < '1 et = 7 dans ie cas T > 2. Concernant 

i;t (ICtcrniinatiori de S[&> nous avons dû résoudre les équations du  mouvement classique 

C ~ \ C T  l in nombre de pas de l'ordre de 20 000. 

L r i  ri.sultats du cas T = 0.5 sont présentés dans ie Tableau. 3.2. b u s  remarquons 

1 ; 1.1<.= : 

i 1 Ir terme linéaire et ie terme cubique du potentiel renormalisé sont compatibles. dans 

! C S  ?imites des erreurs statistiques. avec la valeur zéro. C'est une conséquence de la 

~ - o n w r ~ - a t  ion (le la parité. 
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E.S. 30 états - 
) ES. 7 Ctats 

- 
A E.S. 30 Ctats - 

4 E.S. i h t s  

La masse renorrnalisée et le terme constant du  potentiel harmonique 

plus une perturbation anharmonique. 1 * ~ q  j = q2 - X q' avec X = O.ijl. rn = 1 

+ii h = 1. m et LG en fonction de T .  
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c' E.S 30 btats 

E.S. 7 k a t s  

- 
A E.S. 30 ctats 

Les termes quadratique et quartique renormaiisés du potentiel har- 

monique plus une perturbation anharmonique. i ' i q i  = 47 - ,\ q4 avec 

\ = 0.01. ;n = 1 e t  h = 1. fi e t  ~5 en fonction de T .  
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t Thf;orip dtrs p ~ r t u b a t  ions 

F r  3.1: L e  potentiel harmonique plus une perturbation anharmonique. \ ' i q , ~  = 

q' - .\ q' avec rn = 1 et h = 1. m. Gi et I'; en fonction de A. 
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- 

1 i i  1 III! ternie quadratique. absent dans l'action classique. a été généré par l'action renor- 

niaii&. Lcs coefficients iarient lésèrement avec les différents intervalles [-b. bl . Le terme 

( ixu i r a t  iquc est sensible. il manifeste une fluctuation considérable par rapport à sa valeur 

riio>.enrir. En prenant .J = 6. la valeur de 1' est de l'ordre :36. \'i.J2 2 ! j. Ce résultat 

rri iawiir de ia validité du fit. L'algorithme fonctionne bien à partir de  l'intervalle 

- : .O.- 1 .O: i 1-3.6.-3.6j. D'urie part. 'i I'intervallc est petit. avec des conditions aux bords 

j ;. ic. 1rrrnt.s 7' rt q4 sont difficiles a distinguer. D'autre parx. si l'intervalle est trop 

:;irgc a\-cc de i  (.onditions aux bords q, >> 1. l'expression " c ~ p i - ~ ' ' "  que noua al-ons traitée 

~-orii i n c Z  tint3 o l~wr~-ablc  dans I'algorit hme de \Ionte Carlo devienr très petite. De plus. le 

i txi.nifb clilart iqiic dans i'act ion renormalisée l'emporte sur le terme quadratique. ce qui 

 ri^ i ci l  (Iflrnicr difficile à dist inçiier. La précision numgriquc est limitée par les erreurs 

-111. I ( k .  ~ ~ l t ~ r r i < ~ n r ~  tir matrice calculés par Slonte C'arlo. 

TPrlarit If:? rnnditions a u s  bords a été observée aussi pour d'autres valeurs di1 temps T .  

SUIIS p rkcn to i i~  dans la Figure 3.4 et la Figure 3.5 la dépendance des paramètres 

rf~rioi-iiiaii-& cn T. En se basant sur les données numériques. nous observons qiie leur 

~-ori i! iort(~ri iori t  change d 'une  manière q~iaiitative ai-ec ie temps. Sous distiriguons 3 ré- 

ciorii: i I 0 -: T Tsc. 1 i i  ) T z T,,. et I i i i  i T >> T3,. Quarit T est au wicinase de zéro. les 

;):LianiCr rrs rcnornialisés ne différent pas des paramètres classiques. l'action renormaiisée 

1 . 1  i'artion classique coïricident. L'esception est P l  à T = 0.1. q u i  vaut 10'3 de la valeur 
. . 

( . i i i < - i ~ i ~ i t ! .  C ' i b  [~robleme n'est pas d'origine physique mais est pliitôr dû à la limitation de 

iit prcciiion numérique t rappelions qiie le propagateur tcnd vers 61 q - qo I quand T t O i .  

I.ur.~!ilc T s T,:. &. Cl et F4 changent d'une manière remarquable. Quant T est large. 

T , .. T. . it25 paramètres renorrnaliséc convergent asymptotiquement. Quand on augmente 

7 ail-flclà T,:. nous avons constaté que la stabilité de ia solution exige une croissance es- 

;)ijrir-nt iciie du nombre de pas dans le calcul rie !'action posant ainsi un effort numérique 

i r a 1  Dans nos calcttls. nous nous sommes limités à T = -5 où le temps de CPT-' 
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Tai~lrnii : i .Z:  Les paramètres renormalisés du potentiel quartique. ~ ' i  q ,  = g' avec rn = I 

+.t il = 1. 
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i 11.C. 

E.S. 30 6tats : 

V,  ES. 7 états 

- - - -  Eri 

I LLC. 
d 

A E.S. 30 Ctats 

La masse renormalisée et le terme constant du potentiel quartique. 

1 - 1 q 1  = q'l avec m = i e t  h = 1. 
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E.S. 30 (kat5 . 

Les termes quadratique et quartique renormdisés du potentiel quar- 

tique. l ' iq ,~  = q4 avec rn = I et  h = 1. 
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3.4.5 Double F uits de potentiel et instantons quantiques 

Dcpiiis Ic milieu des années 70. certains aspects non-perturbatifs des théories de jauge. re- 

i i k  i II'esistrnce de configurations ciassiques des champs ayant des propriétés particulières. 

mi 4 Stiidicc. Lei instantons forment un type de configurarions intéressantes i5;. 5 s ; .  

D;iri- I 111 premier cas. ils correspondent aus  solutioni auto-duales ou ant i auto-dualer 

( i f . '  t+iuationi rie 1-a~ig-llilli dans un espace euclidien. Les insrantons doivent être inclii- 

(i211- i ' i  niticraie dc chemin définissant la théorie. et contri buenr aus  différent es quanti tés 

pii>-~iqiic.: par tics termes en espi -Sn- ' ) /g2  I I pour une contribution à n instantoni 1 ca- 

:arit;i.isriqiies de l'effet tunnel. Ceci est à ccmparer a u s  termes en y" sénérés par le 
, . 

;(.rit. tlr pcrtiirbation. Les contributions des iristantons n e  sont pas toujours négligeables. 

G i  i r l ?  instantoni  ont joué un rôle dans la compréhension qualitatiw de la ph>.siqtic non- 

twri  iirliat iw tic la QC'D i Ir confinement. la résolution du problème I'r 1 1 [.%! t. ils n'ont pa. 

! ) t . r r i i i i  d't4&+tiier dei. calculs quantitatifs. En  fait. pour calculer les fonctions ( 1 ~  Green. 

in i t ;~ra t ion  sur la taille de l'instanton est uécessaire et les $rands inst antons donnent 

t - r i  ci;riGrai iiric contribution infinie. On peut cornprcndre ce problèmr en sc rappelant 

+i graride (iisrancc. la constante de couplasc tend vers l'infini. et que dans ce régime. 

::ii-lriir i inc approsirnation non-pertilrbative mais de type iemi-classique comme Ic calcul 

( i ' i n . i a n ~ a n '  n'est plus forcément valable. La quantification des incrantons nécessite une 

ci !iprriciic nori-prrt i ~ r b a  t ive. Ici. nous suczgérons comment dbterminer l'instant on quan- 

: i c l ~ l t a  (iarii: le conteste de ia mécanique quantique jl Y .  id ] .  Sous considérons une  particuie 

% lin (le+ de liberté de masse m interagissant avec un potentiel qiiartique ayant deus 

niiniiiia (le profondelir éoale I double puits de potentieii. Les deus minima sont !'analogue 

1 h i  di. tiéc<;nGrC en théorie des champs. Le potentiel 

;: d r u  minima iocaiiséc a q a.  Sous avons choisi cn particulier Ic potentiel 
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i 3 :  Les paramètres renormalisés du double puits de potentiel. \ - I , J ~  = - 
7 * 

II- - +r14 avec. rn = i e t  Fi = 1. 

t i c  !~)irriiici po&tie u n  instanton comme solution de I'eqiiation du mouvement ciassique 

cian? i i r i  espacr euciidicn. avec les conditions initiales gi t = -x  1 = -a .  qi t = -s r = O 

-.> -- 
m l  . (iünriti par - .  

(-'I.: iwiantor. classique évolue du  point q = -a à 1 = -x au point q = -a a f = -x i voir 

1;; Figure 3.6 !. La difficulté dans la détermination de i'instanton quantique est due aux 

rtliariuns d ' in iwt i tuc ie  d'Heisenberg. II n 'y a pas de solution quantique qui corresponde 

ai l :<  conditions initiales de i'instanton classique. On rencontre le même problème dans la 

lil.;finition tlc i ' t~sposant d e  LJ-apunol- en chaos quantique. en  conséqttence de quoi. on ne 
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p u t  pas appiiquer les concepts du chaos classiquc. 

L'idée de l'action renormalisée ou l'action effective. 

iiwii permet de définir l'instanton quantique. Sotons que cles termes d'ordre supérieur 

t.ie\-ïaicrii Gtre iriclus dans i 3.120i. Sous nous sommes restreints à un polynôme de degré 

(!:lai rc  pour iurie questiori de simplicité dans le calcul numérique. 

1 . t ~  rbsuiratc de  l'action renormalisée déterminée à T = 0.3 sont présentés dans 

IF. Tableau. 3.3. Lcs paramètres semblent être indépendants des conditions au:; limite< 

Grrii>ii&es Ir long de i'intervalle [-il. -a ] .  

Lc. pnrarnè~res de l'actiori renormaliséc cn fonction de T sont présentés dans 

Figure 3.7 ci Figure 3.8. Daus le caç du double puits de potentiei. Eu = O.5GSYYY 
. . -- - 

1.11 1 , .  = !. , .mg.  La masse chanse Iéqtrement dans la région O < T < T3',,. '\,lais elle subit 

- 
: : r i ( .  r i i i irt .  cians la régiori T;, < T < 7 ct se stabilise à partir de T > . L'ensemble des 

!~iii.;i iiii .i  ri.: (-onverge asyrnptot iqucment quand Ti1 T,, devient large. Dans ce résime. les 

pnri ir i i ; .~ re5 rciiorrnalisés nc changent pas qiiand ies conditions aux limites =rient. SIaic: 

ia r6iioii d u  tcnips 'I' large est le régime de l ' ini tanton évoluant dc t = -x à ; = -x. 

Sow ~iisrreroris .. - alors la définition suivante: 

Définition de l'instanton quantique: L'instariton quantique est la solution de l'action 

rcnorniniis6c ilans le régime de la conversence asymptotique avec lc temps T. 

Prrnori~ par csemple T = 0.3. Fous avons rïi = O.9961i 2) .  Co = 1.37lOi 17 j. FI = 

iJ.000~ 2 1 .  ï 2  = - O . X i 6  I .  (., = 0.000(2). C4 = O.-ICl:3i3 1. En ajoutant une constanre. le 

[,i>tc>[li id rcnormalis6 Deut ètre esmimé Dar 

? C d ) .  donnant .4 = O.fOY'21 et 6 = O.L.6916i. Les minima du 
3 - à =a. L'action renormalisée a un vide dégénéré. tout comme 
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I'actiùr? classique. Elle possède alors un instanton comme une solution donnée par 

Ijr façon similaire. nous avons un instanton pour chaque valeur de T .  L'instanton quan- 

t i(!!ic obtenu dans la limite ~ y m p t o t i q u e  T - x. L'évolution de l'instanton avec 

; i l  \.ariariori dc T est présentée a la Figure 3.6. .4 partir dc ?' > 7 .  nous observons 

! i n t h  cor1i.t-rgcncc de la solution et un chansement considérable entre ivinstanton classique 

1 T = O 1 PT l'iristanton quantique I T > 9 1. L'act ion correspondant à chaque instanton est 

;>rcwnt  <;Y a la Figure 3.9. L'action de I'instanton classic~ue est de l'ordre de h = ! alors 

ï p t 6  l'action (ie i'instanton quantique cst plus petire d'un ordrc de arandcur un. Cela est 

f i i i  a i l  fait (iiir la hauteur de la barrière de potentiel de I'action quantique est moins é l e k .  

. \f in t-lc cornprendrc la ciépendarice des paramètres renormalisés en temps T. i i  faut revenir 

. . 
. L  I A  ( ] chn i t  ion 4 3.50 i de la fonctionnelle :f nératrice ZiJi .  D-après cette défiriition Z[.J: 

ts+t pruport.ionr!eilc i I'arnplitude de transition entre l'erat du vide à l'instant T' = - x 

, .. 
t l t  I ins tan t  T = - X  

O;: . J i  i I rst iiiic source différente de zéro uniquement entre deus instants t er r' tels que 

Dari- nos calcuic numériques. nous avons considéré l'amplitude de transition de ia 

;'osirion q i la pnaition q' dans un  temps T .  Les paramètres renormalisés dépendraienr 

'iiors lie la q a n d e ~ ~ r  T .  

D-.  ,I,)ie- - .' - 1 a formule de Fe'-nman-Iiac. le comportement +-mptorique dii propagateur 
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l nstanton 
M.C. 
M.C. 
M.C. 
M.C. 
S.E. 

T=2.0 E S .  
T=3.0 E.S. 
T=4.0 E.S. 
T=5.0 E.S. 
T=6.0 E S .  
T=7.0 E S .  
T=8.0 E.S. 

Fisure 3.6: Transition de I'instanton classique à I'instanton quantique. 
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/j E.S. 

F r :  Lamasserenormaliséeetletermeconstantdudoublepuitsdepoten- 

tiel quartique. I ' (q )  = iqp.' avec rn = 1 e t  h = 1. 
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1I.C. 

+ E.S. 

Les termes quadratique et quartique renormalisés d u  double puits de 
? T  potentiel. I ' i q )  = 3 - g- - jq4 avec m = 1 et h = i .  
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+. - - 1 T=O.O action classique 
- -, - T=0.2 M.C. 
,-- - T=0.4 M.C. 
- .--L T=0.6 M.C. 

T20.8 M.C. 
- T=l  .O ES. 
-> T=2.0 E S .  

Tz3.0 E.S. - T=4.0 €.S. - T=5.0 €.S. 
T=6.O ES. - T=7.0 ES.  

- 
a +--+ T=8.0 ES.  
'- . --. 

G - T=9.0 - ES. - - - - - 
-'.. 

4 - 
'. 

Q-.. 

- - - - - 
. - - - - .. 
-. 

5. -.- 2 
'\.., 

- - - - - - 3 - 
. C - - - - - - ... - 

I 

F r  9 :  Transition de l'action de I'instanton classique à l'action de l'instantoa 

quantique.. 
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ciari- I I I I  ïcmps imaginaire. Dans i3.124 ). Eo est l'énergie fondamentale du  système quan- 

i iqi ic 01 csr> la fonction d'onde qui lui correspond. Dans le cas de l'oscillateur harmonique. 

( 'tiiicerriarit lc potentiel quartique. les résultats numériques montrent que i., a uri 

(-orrlport  cLmcnt lisse en fonction de T .  Le fit t0 par la fonction -4 - B,iT donne Fu - 0.66SG 

t : : i i  + I  un rkzi i l rnt  cornpatihle avec 

I);iii~ ICI ras riti double puits dc potentiel. le fit L', - . 1 - B 'T donne Ir cornportenient 

, i -~ - : i i p r t~ r  iqut. 7,)  - O..Xi;; qui cst aussi compatible a\.ec : 3.1'26 i. 

T.;: (iéiini t ion cie l'action rcnormalisée 1 3.lO:3 i e t  ia formule de Fq.nman-Iiac donrierit 

Eri twiiiarii le ternie Co. i 3.126 i et (3.127 i impliquent que l'action renormalisée tend ver< 

- i r i i A  i i r i i i r t b  ni!-niprorique quand T est large. 

( ' t ~ - i  (-on-t i tue  iin argument tieurist ique de la con\-ergence de 5 avec le temps T qu i  
i. . 
i:tii i m r  ic de nos résultats num6riques. 

Li75 résiiltatc do formalisme de l'acïion cffectii-e présentés à la ~ect ion 3.3 donnent 

ir t.uniporremenr des paramétres renorrnaiisés à la limite asymptotique T - x. En 
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particulier. les résultats 1 :3.99 montrent comment les paramètres renormalicés du pot enriel 

aniiarnioniqiic sont indépendants du temps T. 

1.2 con\-crgence a\-ec le temps T des paramètres renormalisés calculés numériquement 

t A i :  lin r&iiliat importanr de  ce travail. 

3 .  Une nouvelle approche du chaos quantique 

I.r.5 s! -1 &tirs classiques a!.ant plus d'un degr6 dc liberté présentent une variété très riche 

&.. piif;rioriiimrs pli!-siqiies. en  particulier. un comportement chaoïiqiic. Considérons ie 

-!.-tGriir1 ( i i ç r i i  par l'action . 1601 . 

( ' t a  i ~ . s r i ~ n i c  a qiiat re paramètres libres: rn. --. g ci I'Cnergie E. Par contre. la transforma- 

( , I I .  rri;~iiitrtiant. <il. q, Pr t sont sans dimension. L'énergie d u  systèmc (3.12:)) est alors 

1.- - - - r -  9 1 2 .  où : est une énergie sans dimension associée au lagrangien sans dimension 
3 .1 1 '  1 7  L = A I  - 1 - s i  4; - q: 1 - q ; ~ .  Donc. r est le seul paramètre iibre du système sous 

i r o t  r r  (turisidérat ion. Les équations du mouvenient 

pf1ii\.rni r i r e  intécrées numériquement en ut iiisant la méthode standard de Runge-Kui ta 

(i 'or4irr  (!uatre o u  pius (611. [*ne description qualitative de leurs solutions basée sur la con- 

;: riict ion des sccrioni: de Poincaré et l'évaluation de l'esposanr de Lyapunov a étC faite - i6". - 

I.tl riesr4 de chaoticité dépend du rapport entre le nombre des orbites régulières et 
. - .  
! e11crc1C' :. 
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Le  y-sterne quantique correspondant pourrait être décrit par une approche basée sur 

! ' a r t  ion renorrnaiisée. Conformément à notre conjecture. il >- a une action 5 correspondant 

l 'ac~iuri  clasaique .5 donnée par i 3.129 I et toutes les amplitudes de transitions quantiques 

[ioiirrairtrit erre exprimées par une somme sur les chemins classiques correspondant à 

i 'arrion i-cnormalis6e. Sous pouvons alors appliquer la théorie du chaos classiqiie au 

-!--i>n,e (ibrrii  par l'action 3 afin de déterminer s'il eshibe un comportement ciiaotiqiic. 

( ' ~ r i i i i i e  .+' {ijcrir l'aspecr quantique. nous sug+rons le cri t tre suivant poiir dtcider si 

1 '+ ( . i  liar ~ i i r  anharmonique 2-D quantique présente un comportement chaotique: 

Définition d u  chaos quantique: Considérons un système classique. ciCcrit par one ac- 

i iuii  ~ - i a s ~ i q i i c  2'. Le s>xténie quantique qui lui correspond cshihc un cornportcmcnt chao- 

I i q 1 i t 1  - i  l ' i t ~ i i o~ i  quantique 3'. dans I t .  résime de la converqence as!*mptotiquc avec Ic rcmps.  

1sliil)r i i r i  w r r i  purtenient chaotique. 

L ' i i c - 1  ion reriorrnalisée 5 décrivant lc iyst  tnir quantique currcspondant à I 'oscillatciir 

i:r: i:ariiioriiqiic 2-D est donnée par 

- 
1 ,il q - 1 f i , .  (12 1 et q = I q l .  4? L La détermination a l'ordre d 'une  houcle de I - 1  q 1 en 

appiiq~ian: i'npprusimation de la phase stationnaire nous guidera sur \ a  paramctrisntion 
9 9 

1 !(. + im rioiis de\.oni nous i e n i r  cians le calcul numérique. 

3.6 Conclusion 

D m -  r e  c-iiapitrc. nous avons calcuié numériquement l'acrion quantique dans le cas des 

<>.siCmc~ à lin degré de liberté. Dans le cas du potentiel anharmonique. les résultats 
. . 

!ii.iriicric\!ies j t  aient en  bonne concordance avec les préciict ions de la théorie des pertu- 
. . 
a o .  (.'oncernant le potentiel quartique. les paramètres cic l'action quantique étaient 

(,tiriipiètrrneiii différents de leurs valeurs classiques. En effet. les fluct iiations quantiques 
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chanocnt le comportement classique d'une manière considérable. Le même phénomènie a 

t:ti; oixcrvé dans le cas des instantons interprétés comme des solutions du double puits de 

p(-,t cntitli.  



Chapitre 4 

For*iiiulatlion hamil t onienne de la QCD sur un réseau 

bidimensionnel 

i ; i  iinciirt- =en~tilc tirer profit des représentations mathimatiques simples cies luis de symt5trie. 

I ' r i  profond sentiment de respect ;1 1-égard dc la puissance des lois de symétrie ne manque 

jxiiiais (1- sr dt.vriIopper losqu'on réfléchit i l'éléganct. sr k l'étonnante perfection d 'un raison- 

ii*rrIi*:nr mat hématique. surtout  lorsqu'on le compare ,? la complexité et à I'étonnantc pùrtée 

,-if? >cc; 1-c?nGquenccs physiques. 

C. S .  l*:\XG. Discours lors de la reception du pris  Sobel. 

h r i -  (-r (-hapitre. nous ktudions la QCD en deus dimensions ou  cncore le modéie de  

' -  iluot'i. P!M prbcisément. nous in\-estiguoni la version discrète de ce modèle 

(iiiaii: : i n r  approche harndtonienne I19. 201. Dans cette formulation. le temps 

1-ornnie une i-ariable continue. mais l'espace est discrétisé. Sous appiiquerons 
9 .  

1 :  a i ~ ~ ~ r i t h n i e  amélioré qui consiste à réduire ['erreur due  a la discrétisarion sans 

ia \-aiciir d u  pas du  réseau en reforrnulant l'espression de l'hamiltonien décrkanr 

t h  i i d i C  m r  le réseau. 

en appli- 

est traité 

la notion 

diminuer 

le modèle 
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4.1 Discrétisation de la QCD 

Dani ir i>u: dc calculer numériquement les amplitudes de transition. nous devons discré- 

; iwi ia Q(I'B. C'etre discrérisation devraii se faire de manière à préserver l ' in\ariance de 
7 ,  

j ; i i i i t >  iucaie. 1.e mai~itien de la symétrie de jauge zarantit l 'unitarité de la matrice 5. 

( ' t i t  r t x  i'orniuiation a étG compiétée par \\-ilson en  197-1 1631. 

4.1.1 Descri~tion sommairede la QCD 

i . ' ~ :  ic-jri cucli(iienne dc la Q t  D dccrit l'interaction des oluons aieec un ensemble de champs 

i'c~rriiioniqiies L*/. lcs quarks. Elle est de la forme: 

t j i i  ihinit;craic est évaluée sur l'espace euclidien IR". D = Da:;  avec :,. les matrices de 

IY priricipe d'iri\ariance de jauge associe à chaque générateur de la base de l'aigèbre de 
- 

iauzc i : i i t2 connesion ou u n  champ de jauge -4;. Les quarks L*(. avec un indice de coiileur 
1 .  

i ni piici; e iorrncnt un triplet de couleurs et appartiennent i la représentation fondament ale 

t i i i  nrolipe rie ja i i~e .  Finalement. le champ de force ou la coiirbure est donné par 

: L n  relar.ion ttntre les matrices de Dirac dans un espace rninkowrkien et un espace euclidien est de la 

- - * - . A  - . , .3  . - ,E  , - t  
-;If -.y = -y' = -;- 

1 C 
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V n e  transformation de jauge locale 517 3 est décrite par l'élément \,'( r 1 < -(-13 1 

l i -: = I + * .  det i l ' i = 1 )  dépendant de l'espace-temps: 

.\ \'aide f i t .  1 4.; I et 1 4.S i. oti montre que SE est invariante sous la transformation de jauge. - 

I r i i  i-oduisons niaintcnant l'objet suivant 

. , 
ii!)i)(r!c la lienc dc. \\*ilson. partant dc s et aboiirissant A g .  P signifie produit orcionne. par 

t w : i i  pic. .-IL[ .r I est toi.ijours à zauche de .A,[ y j .  La trarisformation de jauoc a la propriét6 

1 i't:t r r  iriciGpcridan tc d u  chemin d'intégration. elle ne depend que des estrémi tés de I. 

l.;i i i ~ i i < l  rie \\'ilson trarisporte l'action du groupe dc jauee cians L'espacc des couicurc d 'un 

point A I'ntitrc de f q o n  a ce que la quantité 

;vit l i r i  in~ariant  de jauge. l -ne  autrc quantité invariante de jauge est la fameuse boucle 

I \\Y l w 1 1  

TrFLt.r.z I ! - T ~ ~ \ - ( J ) L ~ . ~ . L I \ * - ' [ X I :  = ~ ~ [ L I Z . J , :  1-1.12 : 

.-\ i 'aide dc 1 4. i I I et 14.12 i .  nous pouvons en principe discrét iser la QC'D en préservant 
. .. 
! lx\-ariancr de jauge. XOUF POU\-on5 simplement mettre ies quarks et ies champs de jauge 

;iii- ies sites d'un rcseau. 41ais comme les champs de jause transmettent i'information sur 

iit  traniforniaïion de jauge d'une position à l'autre. ils seront définis sur les liens i l i nb i  
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Fisure 4.1: Une plaquette élémentaire. 

<:viiri~~i-txrii 1 ~ s  sites d u  réseau. En fait. il >. a plusieurs facons de discrétiser !'espace- 
- .  

; ~ ~ i i i p -  -iii:. ?;oiis choisissons u n  réseau hj-perctibique. cornrnunf ment utilisé. quc nous 

, ' , .  . 
1 lt 'nn~';wri':  ;jar: 

- 4  .\ = U A  = (1 : ru;'" -c S }  14.1:3 1 

1.2 i i o r  arion que nous adoptons est présentée dans la Figure 4.1. 

La ~liicrérisation des fermions pose des problèmes qui ne sont pas directement lies 
. ,  

ia y m c t  rie de jauge. SOUS considérons alors en premier lieu la partie de l'action ne 

faisant intervenir que les de5rés de liberté de jauge. La version discrétisée de cette action 

t b - i  (.orisiruiie a parrir  de  !*élément di1 g o u p e  L'[-1:3 1. I-i x. r r I z IL i  r J. associé au iieri 
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. \près iit tiiscrétisarion. les champs de jauge -4,. éléments de I'algèbre du groupe de jauge. 

w n i  remplaces par les éléments du groupe d e  jauge. les variab!es liens ï-. L'expansion 

c h r i -  la dernière ligne est utile pour comprendre la signification de I -  et pour prendre la 

lin~ir r ciaçsiq~ic du continu. 

I.cc proprié& cie la transformation de jauge des liens I',is I sont les mêmes que celles 

rorrwpondenr i L 

r J x \  A \ J * u i x ? \ r 4 L  1-1.1.5 i 

( i i i  I - 1 .i .Y I E .<rvi :! i sont  les matrices dc transformariori dc jauge définies sur le. 

~ i r c s  ( 1 1 1  rb~eaii .  Sous  avons adopté la notation abrégée r - p qui signifie x - f i f i .  Eri 

~.orrcspc,ntlance avec le r k u l t a i  dans le continu Li x .  y t = Li y. s 1'. nous introduisons 12 

t , ï i  rial~/ta 

-tr~g.4,(=- - 1 [ Ï L X - ~ ~ I  =KJXI = e  2 ,  = f P î i . r  - b..rj 1-1.16 1 

. . 
; t ~ w . i i ~ ~  i u i  lien entre r et r - p.  4otons  que  nous pouvons multiplier les liens I V  le lonq 
, . 

l i  7 i ~ ~ r .  m.iri)c i'crrnke et prendre la trace. Xous obtenons aiors un  objet invariant sous ics 

i 1-ari~Ïorrnritions de jauge. puisque I II: = 1. C'est la i-errion de la boucie de \\'ilcon sur 

SOTIS !)oui-oni çonst ruire une action de jauge pure sur le réseau en utilisant une ~ o u c i e  

(ic \ \ ' i iwn.  Par csempie. une boucle autour d 'un ca r r t  élementairc oii ..plaquette" 

11 t ~ t  raisonnable qu'une telle boucle soir reliée à Fu,. parce que le champ de force est la 

(-oiirhirc as-ociée à la connexion -4,. La limite classique du  continu de la plaquette PL, 

r é 4 r a n t  dc sa définition est d e  la forme 

Yoii_;  pouvons alors utiliser la plaquette PL/ comme une \-ersion discrète des composantes - - 
(.il1 chanlp de force. Fa,.. Etant donné que nous sommes intéressés par un objet invariant 



C'h api t rc 4: Form ulation hamiltonienne de la QCD sur un réseau bidimensionnel 110 

(ir jaucre. si nous prenons la trace. nous avons: 

( i i i  .le. = :; est le nombre de couleurs. 'lous avons alors: 

ï(. Carwiir 2 cst dii au  nombrc de plaquettes par site. ô et a u  nombrc de Termes parcourant 

l i :  wrilrl~c cians 1 -!.?O 1. L2. 

I I  fxsr iisiici de remplacer la constanrc de couplagc par 3 = 9. de Facon à ce qut. 

< - -,jx - 
.-Y - terme constant non pertinent 1-4-21 1 

C 

-': t.51 app(46 "art ion dc \\'ilsori". 11 est important de réaliser que le chois de la pius pctii c. 

i l ~ ) ~ ~ c l ( .  poiir (léiinir l'action n'a rieri dc spécial. L-ne boiicle rectanqulaire contenant. dans 

- ( , I I  rsi>arisiori. des termes proportionnels ails combinaisons linéaires des composantes do 

TL. 1 '  forirr iorinera aussi. En construisant des combinaisons appropriées de boucles. nous 

piii\-ni:i ot,;cnir l'art ion dans le continu. L'al-antase de ia plus pctite boucle est que ies 

:< , r r (~ . r  iorii proportionnelles aus  puissances du  pas du rbseau sont plus faibles par rapport 

i: ~-~-l lcs  (I'iinc boucle plus large. 

.\ [-cire jonction. notons qu'à cause de la discrétisation. l'erreur dans i 4-20] est dc 
1 '  
i orrirc ( 7 ' .  Xous rer-iendrons plus tard à la notion de I'act ion améliorée i lrnprocemcnf 

w t i o r i  1 qui  consiste à réduire l'erreur due à ia discrétisacjon sans diminuer la valeur du 

!)a.- d u  r k a u  ri. en ajoutant dans l'action 5,. des opérateurs composites non pertinents 

~ : i i  .f3n- di! groupe de renormalisation. Ce procédé d'amélioration de l'action définie sur 
. . 
:r rcwau pcrniet d'accélérer la con\-erqence \-ers la iimite du continu. 

Pciur compléter la définition. nous devons spécifier la mesure dans l'intégrale àe 

( h w i i n .  Chaque variable lien est intégrée en utilisant la mesure de Haar définie sur 
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i r  croupe de jauge considéré comme une variété différentielle. Cetie mesure sarisfair I I '  

P T  II ' sont des éléments arbitraires du goupe:l 

. \  W. cette définit ion. I'intégrale fonctionnelle 

tbc t  i:i\.ariaiitc 5oiis les transformations de jauge. sous  avons accompli une réguiarisa~ion 

11o1i-[~f'rtiihatit.e de la théorie de jauge pure préservant ia symétrie de jauge. Par contre. 

nolis al-(111.; sacriri6 I'invariance eticlidienne: rotation et translations i le groupe euclidien 

soient restituées quand on s'approchera de la 

différente de la QCD. 

miétés en commun avcc 

Nais. c'est une théorie 

la QCD. En particulier. 

 ri -pm-rrc3 sc (-ompose dc particules massives baptisées giuebalb. II s'arit d'états liés de 

cIiion5 ayant une interaction propre. Des progros considérables ont été rcaliséi daris \a 

-iniuiniiori  riiirritirique de cette théorie j6.51. 

4.1.2 Liiiiite du continu et ~roduction des nombres en MeV 

. \ i l  cours des jimulations numériques. on choisit une valeur de 3 = 6 i g 2  er non pas ia 

\s ic .r i r  d u  pas d u  rkeau. Le résultat d u  calcul est i'ensemble des masses esprimées en 

i i ; i i i t %  (111 pas dii réseau: a u 1. On détermine la valeur dc a en  fixant une masse à 

itartir (Ac i'esprriencc. Toutes les autres masses et lei quantités physiques en senérai sooî 

;..iors ?redites. 

5i nous choisissons ditférentes valeurs de 3 i i.e. pour g'i a I I. nous obtenons alors une 

4r i ( .  dc :-aleurs de u .  Pour s'approcher de la limite du coritinu. nous ajustons 3 rie façon 
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i ce que a - O .  En faisant cela. la masse calculée sur le réseau s'annule amglue A O .  Le 

rornportemenr asymptotique de la fonction de corrélat ion est 

11 cir con~ . cn t i onne l  e n  mécanique statistique de décrire ce comportement en terme de 

(ii~.rrprncc de la lonoitcur de corrélation exprimée en unités du pas du  réseau: 

I . 'on~lro i r  ou ,C d i i - e r~c  est appelé le point critique. et c'esr au \.roisina~e do ce point qu'on 

p i . d  la limite dii continu. 

L i  tliéorit. de jauge pure et ia Q C D  w e c  quelques saveurs sont asymprotiquement 
. . 
i i i m - .  Sous corinaissoni alors le point critique situé a 32 = 0. .3 = s. La dependancc 

A. !;' c7ii ( 1  r s t  (-ietcrminée quand g' es; Faible en  appliquant la ihéorie des perturbations. 

.writ. rluc (t - O pour g' - O. Dans i-1.27i. 30 est Ir coefficient du flot du  groupe de 

r~~rior:iiaiiiation a l'ordre le plus bas i la fonction-beta 1 .  Ce que nous ne connaissons pas a 

?riori i s t  la constanre de proportionnalité 1 ,  .\. Elle devrait être déterminée numérique- 

iriilnl. [ 'nc fois .\ fixe. nous sommes alors capables de prédire la \-ariation de a avec g' 

(!iiari[l g' rit iutfisamment faible. Ceci fonctionne très bien tant qu'on choisit un schéma 

f i l ?  rcnorrnalisat ion approprié pour définir la constante de couplage !66j. 
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4.1.3 Discrétisation des fermions 

[.a discr6r ka t  ion de I'act ion fermionique. 

r 

-rnihie i premijre vue directe'. Pour discrétiser SF nous mettons les quarks et les anti- 

q i i z i r - k ~  G i l r  les sit es. L*I s J - L.,. et appliquons la transformation de jauge: 

- 
I'oiir o i~tenir  une dérivpe discrète. nous de~.ons séparer lei champs I V .  c. et consruire un 

iii\nria~ii de jauoe à l'aide dcs ~x iab lec :  licns. En choisissant. par exemple. m e  dérivée 

~;:riiJrriq~ic sur le réseau et  cn adoptant la notation r, cTi r 1. nous avons 

SOII .~  !.c!r.rou\.uns ia dérivée covariante dans la Iirnittt di1 continu. cr - O. cn faisant u n  

(iS\.r!oppvrncn~ d e  Ta~elor de I*,I s I ct de c*i r - ri I en piiissances du  pas du  réseau a .  En 

iic rarciant cjue les termes d'ordre le plus bss en a. i4.30) devient 

dcs m r n e s  d'ordre a' près. nous obtenons la derivée covariante usuelle. .\vec un chois 

&. ia tiGrii-<;r covariante (4.30).  l'action fermioniquc sur le réseau est de la forme 

- -- 

' XCIUL avons on115 l'indice 1 spécifiant les différentes saveurs. 
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Pour des raisons que nous allons préciser. (4 .32 i est ]'action fermionique naïve. La fonction 

iic partition dc la QCD est alors 

E:aiit donné q u e  le jacobien d'une transformation unitaire csr égal à un. la mcsiire. 
- 

. i  . -  - 
I L  d cst invariante sous les transformations de jauge et par suite Zoco l'est aussi. 

L'ectiori I 4.32 1 donne lieu au problème suivant: dans un espace de dimensions d. elle 

iymisenic  2" ferrriions de  Dirac dé@érés plutôt qu'un. Cetrte prolifération des dearcs - - de 
I .. 
ii:,t:i.ti- esr (-onnue sous le nom '-du problème de dédoublement-. Ce problème n'a rien 

ii voir  a w r  les champs dc jauge. Pour en discuter. nous considérons des fcrmionc libres 
, * .  . 
i:iiriis sur  Ir réseau. Le spectre des 6tats peut Gtre déterminé en anal>.sant les pales de 

, P 

i;: t~.,iicl.iori a dciis poinrs dans l'espace des impulsions. ils sont localises à l'impulsion 
. ' 1  

~.t,i!ipicstl twciiriirnne: A-- = -n12 ou rn est la masse de i'érar. 

Pour  A-alucr la fonction E deus points. i.c. lc propagateur. rappclons la formule de 
1 ,' 
1 i i i i & - n i c  dc clicmin cuciidienne sur des fermions traites comme des \mariables grassma- 

l i i i i i . ~  lc.5 iirnuiarions numériques. on n e  travaille pas directement avec des variables zrass- - 

riianitaniics. o n  @value plutôt les déterminants et les propazateurs des membres dc droite 

Polir diaqonaiiser i'opérateur D. nous passons à l'espace des impuisions. .A cause de 

IL: pcricidiciie sur le réseau. nous nous restreignons à la première zone de Brillouin 
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Eri fonction de ces champs. nous avons 

i J  . = i n  , . Le propagateur est alors donné par 

I I  t x - r  iii.iir de reitiiuer le facteur a. nous avons alors m = am,,,, et b. = ak,,,,. Dans la 

i irr i i t r  ( I l i  continu u - 0. ai-ec la masse physique des quarks fixe. ni - 0. Il >. a alors uri 

.\ \ t r i  facteur rie normalisation près. 14.39) est le propagateur d'un fermion libre. Le pole 

f i t .  (.il propaeatcur est localisé à k;'h,, = -min, ,  reprcsentant fe fermion usuel dc la limite 

L A  loricrion .i, s'annule aussi bien en  k, = O qu'en k ,  = 7 .  En introdiiisant ies 

I'uiir rariiencr le propagateur à sa forme standard dans le continu. nous avons introduir 

de notii-clles rnatrice+gamrnas :: = - 7 , .  -' , = -. , .. 1 1  = '1 - 4. unitairement éqiiii-alentes 

a i i s  matrices de Dirac dans leur forme standard. i -I.-LO) montre qu'i l  J- a un second pôle. 

iO(-aii--i. ,i k" = -ni2. représentant aussi un fermion dans le continu. C'est notre premier 

.A)dirt". y '  s'anriule ci une des quatre composantes de k ,  est égale a O ou 7 .  11 J-  a 

, i r i  p 2 1 ~  oroci~c  dc chacune de ces 16 positions possibles. Xotre seul fermion sur le réseau 

r q x G e n t e  16 états dégénérés. 

C e  r i ' ea r  pas la prolifération des fermions qui est la partie compliquée du problème 

niais piiii.Ot lc Fonctionnement de la symétrie chirale sur le réseau. Si m = O. nous pouvons 
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iritroduire l'opérateur de projection chirale 7 ,  y,( I -si)!?- qui dans le continu restrein: 

ir ciianip spinoriel a sa composante gauche Dans le cas du réseau. le pôle proche de 

il. = ii di.cri: ri. Le second pôle représente vraisemblablement le spineur de composantes 

droite- 1-.R parce que 7; = -75 et alors i i - 7j J = 1 I - :Si. Quand chaque composante 

(ic i: mi proche de 7 .  la chiralité s'inverse de sorte que nous finissoris avec huit fermions 

::! ei i i u i i  lermions CH. Il est important de noter que lorsqu'on introdtiit un champ 
. . 

l i t A  jai1.p. tous les fermions sont couplés de la même maniÈre. Dans ce cas. le spineur 

( i t .  ~~ortiposantes sailches L-L et le spineur de composantes droites L-R appartiennent a la 

:iii ; i i ir  r ty<;wntation et ne sont pas indépendants. Cc résultat est dû a u s  théorèmes de 

Siviceri-Sinomiya . '67i . et de liarsten-Smit 16Ej qui stipulent que la théorie dcs fermions 

-111- r&raaii  i~iiri tr  ie même nombre de spincurs de composantes gauches que dc spineurs 

i t h  (.on1 p o a n r  cc: droit es. Quels sont alors les consécpt.nces de ces théorèmes'.' 

On rie peut  pa i  discrétiser.une théorie chirale sans anomalie. En particulier. on ne 

ric:irt pas discrétiser la théorie électrofaible. 

O r 1  rie peut pas non plus discrétiser QCD avec .\> quarks sans masse. I'ne telle 

: lihorie piissedc S'CL 1 A) ) -. Clni .L J comme groupe de symétrie chirale. sous lequel 

I f * ?  r iiinrks c , ~  cr L.R se transforment indépendamment Ics uns des autres. mais sur 

Er? résiimé. ic réseau 

les fermions de composantes -auches ou droitcs sont couplés de la 

a un problème avec la symétrie chirale. 

Cc~niinent peut-on remédier a cette pathologie? Enormément d'efforts ont été con- 

~ a r r &  i cctte question. Il esiste plusieurs approches. chacune avec ses avantages et ses 

0 1 1  neu t  briser la symétrie chirale esplicitement et veiller a la restituer dans la limite 

du continu. Après tout. c'est ce qu'on Fait dans !e cas de la symétrie de rotation 
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et de translation. C'est une approche originale de Kilson [2]. Je discuterai cette 

approche car nous l'avons utilisée dans le modèle étudié. 

La formuiar ion des fermions de Kogur-Susskind (Stnggercd fermions 1 1691. - .  Elle 

(.oiriistc a réduire le nombre de fermions de 16 à 4 en utilisant une seule composante 

d u  champ fermionique plûtot qu'un spineur de Dirac a quatre composantes. Les 

+ I ~ C U ~ E  de Dirac sont construits en combinant les champs ciCfinis sur les différents 

5ir  es di1 +seau. 

Polir éieiter les conséquences des théorèmes de Nielsen-Sinomi!-aet de Karsten-Smir. 

 ri iitiliw un réseau alGatoire . $41. . II  s'agit d'une approche difficile parce que même 

I t *  (-a- iihrr dm-rai t être étudié numériquement [;O!. 

0 o r r r - 1  r m .  La mise en place de c r  schéma cl'iinc manii?rc pratique est 

aii,joiird'hiii corirroversée j'7 1:. 

.\r:tiellrnienr. on utilise les fermions de L\*ilson X ]  dans ia plupart ries simulations. 

ban. ;a r6qiiiarisation d'une théorie des champs quantiques sur réseau. l'action n'est pas 

miqw. 1 - 0 ~ s  a\-oni ia liberté d'ajouter un nombre arbitraire d'opérateurs non perrinents 

l i i i  fitit (-es derniers ne changent pas la limitedu continu. Le problème de dédoublement 

&- hbrriiiurii existe parce que l'hamiitonien de Dirac est un opérateur différentiel d'ordre 

m .  [.a A i t  ion de LiÏlcon au problème de dPdoublement est d'ajoutcr dans l'action 
. . 
: 1,pcratcur a F d r ~ .  de dimension canonique 5 .  ce qui ajoute le termc 

J 1 un paramètre. Le propagateur ferrnionique libre qui en résulte est 

r . .: 
i A- = 2 1 1  + i .  Si k ,  = r;. alors su = O. mais k, = 2. le pole additionnel acquiert une 
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Si un carde r fini dans la limite du  continu. la masse effective devient infinie étant donné 

qiie i l r  = m,,t,,,a - O. Le même a r y m e n t  s'appiique aux autres fermions additionnels. 

DAI,: la iiniite du continu. ils se découplent des particuies physiques et peu\-ent être inter- 

!,r@rt!i coriirne des champs fantômes (ghosts  ). En présence d'une interaction. les fermions 

ii(l<iitionrirls se découplent aussi. mais ils causent une renormalisation des  paramètres du 

Iiicrannicn original. En effec. la masse du quark  est renormalisée par un facteur multi- 

jliit-arii' ta[ [LI! facteur additif. La symétrie chirale devra i t  être restituée dans la Limite d u  

(.{,r i t  i n i i  parce qüe Ir terme d e  Wilson est une ciiscrétisation de ~ Q C ) ' ~  qui s ' annule  qiianci 

4.1.4 Propriétés des fermions de Wilson 

r Lei rsrmioris adtiitionrielr re~oivent une masse infinie proportionnelle à Ir1.a et se 

~.it+ouplenr de ;a iheoric dans la limite du continu. 

[.a 5)-rrirtrie chirale est brisée esplicitcrnent. Les identités de b a r d  traduisant I'in- 

i.a rinnct. de l'action naïve sous Ics t ranformat ions de jauge chirales 

3SS ,660 : ,,'-o'j = , - , 
30 ao 

La i-ariar ion de I'action de \.\,-ilson sous i l.4:3 ) est 

oii .Y est un opérateur additionnel dû au terme de \i-ilson dépendant de r :73]. En 

gcnérai. toutes les relations basées sur les identités d e  K a r d  recevront une correction 
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d'ordre ra et incluront des combinaisons d'opérateurs qui seraient normaiemeur 

a'nscntei si la s~pmétrie chiraie était conservée. 

0 Lc terme de \\*ilson change l'erreur due à la discrét kat ion de Oi a' i à Oi a 1 .  

0 La niaise uu quark est renormalisée par un facteur multiplicatif et un facteur additif. 

4.1.5 Confinement 

1.f. (.riti.rrb ic pli15 simple d u  confinement est l'évaluation de I'éneroie - potentielle 1-(  R i  
3 .  

1 1  : i n  qiiaric 1 Q i et &un antiquark IQ).  supposés infiniment lourds. comme fonction de 

IA (ii i inricc qui  le.; sépare. La formulation standard du confinement consiste en un tuhc 

i-it* tliis d r  rlianip clrctrique coloré reliant les deus particiiles chargées. le quark et I'anti- 

r 4 .  7 .  1.c t ube  s'allonge au fur et  à mesure que nous Les séparons. Ceci suggère 

1 1  \ $ 1  1 fi pour dei: distances nettement supérieures à la largeur du tubc. La force. 

F = -dl  . ' f i R .  qui relie les deus particules tend vcrs une constante quand R est iarge. Le 

: i i<>( i i i l< .  (ir <-c t t e  constante s'appelle la tension de la corde. 5 .  

I i R 1 pcb1ii erre évalué à partir de la fonction de partition d'un champ de jauee en 

p r & t w t l  d ' i inc  distri bu t  ion de courant estérieur 

5i .IL rqxéiente une particule ponctuelle se déplaçant le Ions d'une ligne d'iinivers. 

.J, .  PSI aiors une distribution de Dirac définie sur cette ligne paramétrisée par i_: 

L'iriiariarice de  jauge. impliquant la conservation du courant. fait que la Ligne de courant 

t.5; i inr  tjciucie fermée. Pour simplifier. nous prenons une  boucle rectangulaire ayant une 

lunouei i r  R clans ia direction spatiale et une distance T dans la direction temporelle. 11 

s'agi[ de  la boucle de \\-ilson. 
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Z., est ia fonction de partition du système physique. la paire  QQ. Pour trouvcr 

l'i.ncr$c dc ce système. nous différencions l n ( Z )  par rapport a T (physiquement nous 

:-oiiions mesurer la réponse du système quand nous allongeons la boucle 1. Cela revient a 

(:iLicoit.r le changement de ['énergie du système quand la paire est créée et quand elle esr 

arinihil&. 

,,il I I *  tasr la valeiir mo>.enne de la boucle de \\'ilson dans lin champ de gluons semi- 

. . 
S .  1.c roniporrcmcnt dc :IIw: indiquera s'il !. a conliriernent ou pas. 

Si piir twrnplc : Il" 2 espi -ml ZR - 2T ) ( la loi des périrnér res 1 .  nous al-on5 E = 

.) - : r i  o i ~  m p t w  èrrc interprétée comme ia masse du quark. L'énergie de la paire est 

I i i [ i+mian t r  (le la distance R et les quarks peuvent être séparés d'une distance arbitraire. 

Par  i-oiitrc. si 11" 2 espi -aRT)  i la loi des aires i E = a R  et les qua rks  sont confiné-: 

p;ir i i ï i  po~eritiel linéaire. En général. ln L I '  est compliqué: 

I't!;iririioiri.<. le terme de la loi des aires dominera quand R et T sont larges.  S o u s  nous 

I.c critère qu'on 1-ient de donner du  confinement dans la QCD n'est pas réaliste. 

;Jarcc que ir t iibe de flus pcut être brisé par la création d'une paire qq donnant naissance 
< 

a acs mésoris et  ?jQ ayant une énersie indépendante de R. !dais ce processus n'esiste 

pz; [ians l'approsimat ion de -fermions gelés- ! Quenched QCD I où on esclur les boucles 
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iriternei de quarks. En fait. la fonction de partition de la QCD sur réseau s'écrit 

. . 
: est l'action de jauge et 0 - m est l'opérateur de Dirac apparaissant dans la somme 

f - i ~  i'act ion naï1.e avec le terme de Wilson Sv + S,,-. En effectuant l 'intégale gaussienne 

5i:r Ici. ~:ariahles grascmanniennes. la mesure aëcrit 

1 

L'cpprosirnaiiir>n ..Qncnched" consiste i approsimer dp par 

'ci2 i u i m t  X poser Ir déterminant des fermions &?al à une constante et par conséquent 

tw+iiirr% Ici I)oiicle- intcrnes de quarks et d'anti-quarks. Dans les sirnulat ions hlorite Carlo. 

it7- wririotiraiions sont ~éni.rées par le poids de probabilité ~ ' 7 .  cela permet dc réduire 

! t *  .~r: ip. :  (1.. ( ' P l -  d ' u n  facteur - 10' - 103. 

Et1 iitilisant ia méthode de i'espansion du couplage fort. on a h b l i  que la loi des 

a i w -  ic manifeste quaod est laree. La question qui se pose est comment étendre ou 

~.:\:trnp«irr ce rtstiltai à la limite d u  continu g2 - O el s'il esiste une transition de phase à 

u r i  coiiplage g' fini qui  risque de briser le lien analytique entre les résions de couplagc fort 

i l .  La plupar; des résultats numériques suggèrenr que cela ne  sc produit pas (6.51. 

4.2 Notion d'action améliorée 

D i i i i ~  ici ;imuIationi numériques de la QCD. la convergence pauvre vers la limite du 

w n r  inli r r  la \-Grification de la propriété de l'invariance d'échelle des obsen-ables physiques 

;)(2-eni u n  problème. Sous devons utiliser un réseau dont le pas a n'est pas très large. 
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( 'eia csr r rès coiiteus. Le temps de CPL- des  simulation^ Monte Cario dans un réseau de 

[.ailit. ph!.sique L e t  de pas a est proportionnel à [84] 

. . 
i ! P  preniicr terme est le nombre de sites. le deuxième terme le ralentissement critique 

1 -  . 
,111 n !',îuomrntation du  temps d'autocorrélation des configurations. et le dernier terme 

IP p;i:< (Ir i'iri\.rrsion du  propagateur fermionique. D'où le besoin d'un ordinateur tr& 

pi:issant pour faire les calculs. 

Le:- -iriiiiiat ions riumériqties se font avec un chois part iciiiier d'actioti. L'action de 

j;iiizc tir conitruitc par exemple 2 partir d'unc phyuette alors que l'action fermioniquc 

f b G i  i-iinirruirc ioii à partir des fermions de l\'ilson. soit à partir des fermions rie IGgur- 

l r  1 Sr aggprecl fermions i .  Tandis que ces actions sont simples k utiliser cians les 

.i r i i i  i la i  i o n < ,  ~ l l r s  fornien t un &ois arbitraire d'action nues. Porwons-nous inventer  unt. 

i , , , r i r i i h  ni6tI~w.l~ de discrctisation ayant iirie violation d'invariance d'échelle faible'' 

Hc~;~i.doiis ic licn qtii esiste entre la notion d'échelle et les propriétés d'une action 

i i l i ( %  ;irbiiraire. définie avcc une coupure ultraviolette u .  L'action est caractérisée par  u n  

nlinihrc infini de  constantes de couplase { g } .  Quand y a une valeur arbitraire. 1'6chelle 

: ~ . p i r ( i i ( *  t i r  toutes les grandeurs physiques est de l'ordre de la coupure: rn 2 L ;a. la 

ion:iiriir de .orrélarion 5 2 a. Les effets dus à la coupure seront importants. 

L a  irieilleure fason d'aborder la notion d'invariance d'echelle est l'application du 

i r o l i p i  de renorrnaii5aiion [2.5!. Prenons une action définie avec unc coupure (L ei intégrons 

~ 1 1 1 -  lei degres de liberté correspondant aux échelles les plus courtes. Nous obtenons ainsi 

I I I I P  ii(ji~\.cll~ action cfecti\.e définie avec une nouvelle coupure a' > a et décrivant moins 
9 ,  

iv de?rt<s de libertés. Cet te action effective a une forme similaire à l'action originale mais 

a w r  u n  coupla5e modifié. En répétant le procédé. nous obtenons une suite d'actions 
- .  

ciic.cri\-r:i qui décri\.ent toutes la même ph!-cique de longue distance mais dans iesqueiles 

ia pii>.-ique de courte distance est progressivement éliminée. Sous générons ainsi un  flot 
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lie corlitantes de  couplage: 

Si ia s u i ~ e  de ccr actions tend vers une limite. si un point 

1 - i  I i qroripe de reriormakit ion 

I - . . .  c -1.5s 

fixe esiste à ces transformations 

Ic? ohser~ahlei physiques sont alors indépendantes de la coupure u et en particu 

;origiic%iir de corr6lation : doit 6tre nulle ou infinie. 

i ' c  point risc existe si les paramètres cl appartiennent à un rnsernblt. restreint ap- 

pdi ;  "i i i  surface critique.'- Toures les actions. qui après les transformatioric du groupe 

( i ( 3  rcnurnialisntioii convergent. vers ic mème point fise apparticnncnt i la mémc ciassr 

f i  'iiiii\.t~rsaii tC. .-1 iorigue distance. la t iiéorie effective est i'act ion ai1 poinr fise où tous 

if.. (.oupla-cç ont con\.er:é indifféremment de ko r r  vakuri nues originales. .\lais : = s 

t w  rii3f;rrntc rie ,C l aqe .  Irna~inons qu'on ajuste les ?aramètres nus de façon a ce qu'ils 

:c r i ( i tv i  i-tars i l r i  point appartenant à un i-oizinaae de la surface critique. Le iystènie 

t;1:oiiit~ra ver.; lin point proche d u  point fise. puis i l  s'en éioigera. Le Hot. dans l'espace 

dt .5 p a r i l ~ n c t r ~ s  011 des ConstantCs de coupiage. s'approchera as!-mptotiqucmeni d'une tra- 

i t ~ ~  oirc part isulièrc appelée trajectoire renormalisée attachée a : = x au point fise. Le 

It~ric rie !a irajectoirc renormalisée : est fini. Mais comme elle est attachée au  point fisc. 

t ~ i l v  joi-lit de5 propriétés d'invariance d'échelle du  point fixe. traduisant l'absence complète 
7- 

( i c ~  t~itrt -: de la coupure sur le spectre et les fonctions de Green. 

1.c hlit iiitinie d u  **programme de l'amélioration de l'acrion" est de trouver ilne actior. 
,. . 

[wia i r t . .  saris effets de la coupure. le long de la trajectoire renormalisée d'une iransfor- 

i i iac iori du groupe de renormaiisarion. 

Dan3 la pratique. le aroupe de renorrnalisation est très difficile a construire puisqu'ii 

.'agit se rrioul-oir dans l'espace de dimension infinie des actions possibles. La détermi- 
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narion de la trajectoire renormalisée est une tache difficile. Par la suite. nous décrirons 

ia corist ruct ion de l'act ion améliorée par la méthode basée sur l'analyse dimensionnelle. 

4.2.1 Aiiiéliorat ion de l'action de jauge 

( ' o in r i i cn~on i  par la description de la construction de l'actiun améliorée a partir dc la 

rnt;iliotic naï1.e basée sur l'analyse dimensionnelle. Considérons I'opérareur plaquette ap- 

paraissant d a n c  I'action de jauge pure Sg r 4.21 1. Cet opérateur implique le produit cles 

\.;triahic.; lien- au tour  d'un carré localisé au site s dans le plan PL/ 

- * 
Pu:, = [-u( .r '~[-~[ x - ~ L - i i  x - LJ I[ ;( .r 14.60 1 

>iippoion;- tiiic le champ de jauge classique -4- est faible au wisinage du point r 

I.1:- r m m s  dc rorrcction a 14.62) ont la forme d 'un polynbrnc cn  (1 de coefficients donnés 

1'"' riils op<;ratéiirs in\*ariants de jauae. Ces opérateurs contiennent des combinaisons du 

( - t l m ~ p  .-\:,I I' (11 ses dérivés 

Le- (:oefFcientr; du développement ont une série de puissance en terme de couplase 

b'ar:rris i>oucles ont une expansion similaire. mais avec des coefficients différents. 
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llainrenant. l'idée est de sélectionner un ensemble minimal de bcjucles et d'éliminer 

les rcrrnel: a? ordre par ordre des observables physiques en formant une combinaison 

i i r:caire adéquate de boucles 

O i.'a!iiélioration au niveau de I'approsimation des diagrammes en arbre c, = c I ap- 

pr11::irnatiori classiq~ici élimine les corrections sous forme de loi de puissance pure cl'ordre 

i  . ('(1 ~ ~ O C P S J U S  a pour but de réduire l'erreur due à l'approsimarion des déri\-Ccs par 

(it.5 [ i i f f e r e n ç ~ i  finies clans la tliscrétisation des théories de jauge. Xoiis pou\-ons aussi 

(.~iriiiriOrcr rici corrections d'ordre quantique en  éliminant a chaque ordre u" les tcrmcs y" 

[.a \.rr.;ion ancienne du  programme de  l'amélioration dc I'action iirilise la thGorie 

p > r r  i i rbnt  ions sur  réseau pour calculer les c o e f  cients des q i é ra t~urs  figurant dans 

);iii.~iori lit: l';!et ion [S 1 j. L'application de la théorie des perturbations sur un i!.stèmr 

~ ! i i t t l i u i i q l i ~  i!2ii basée sur trois étapes: la première étape consiste à spécifier Ir schéma 

1 i f .  rt,riorrnaliiat ion définissant ainsi le couplase. Le schéma de jou:jtraction mininiale 
- ,. ,. . . -.. . . . ' . . . . . . 

r m c l i t i e t .  1 A L I ! '  cst 1 u n  des schcmas les pius populaires. La deusieme etape constste a 

-p<+int,r 1'6ciidk d'énergie où le couplase est défini et la dernière consiste à déterminer la 

ix i c i i r  niimérique du couplage à cette échelle. L'ensemble de ces cliois est arbitraire. 

(l'haqtic opérateur. uii champ composite. a une expansion perr urbat ive  qui  s'écrit de 

1;: itianiére sui!-antc: 

Lt.5 roeiTicicnts c: i Q: p .  RL j et Ir couplage a , (p .  R5 I dépendent des chois du schéma de 

r ~ ~ r i o r n i a l i ~ a t i o n  et de !'échelle u .  Le rôle de la théorie des perturbations est de faire des 
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Fi5ure -1.2: Exemple de diagramme de tadp-le. 

~ - r i ~ , i x  pcr ixc t tan t  que les termes d'orclrc élevé dans i'espanoion ioicnt faibles. I*n  mauvais 

I.iiùi:i I'oi~rnit dc5 troefficicnts très élevés. 

1.t. ~.otlpiaqe riu est un mauvais paramétre d'expansion #S2?. En effcr. supposons que  . 

riolis -o!.onc i1it6ri:sses a déterminer l'évolrition du coi ipia~e ph!*siqile avec la \-ariation 

i c i .  La comparaison d'iinc masse d'une particule mesurGe e n  unitcs du pas de 

: t & t ~ ; t ! ~  ;L 5a t-ai(-iir csp4rimentaIe permet d'extraire la valeur de cr 

oii i i 0 1 i ~  ai*ons négligé les correcrions d'ordre a'. Cette méthode permet d'obtenir les 

\-itii-~irs de (1 pour plusieurs valeurs de g' ou d'une faqon équivalente g' en fonction de (1 .  

1 .  Dii point de w e  de la théorie des perturbations. le réseau est une rtoularisation de la 

r i ; \  t3rccnrr ï\'. Le quadri-\vecteur d'énergie impulsion est restreint au domaine lpl 5 a i  u .  

{ 'liaque qiiantité physique définie sur ie réseau peut ètre rattachée à sa version dans 

! ; t l  (.cintiriu k l'aide de 

0'"":i p I = Z(pa.g i  a )Oi""i u I I 4.69 1 
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Dans  la théorie des perturbations. Z a un développement en série de puissance de CJ?. Er1 

parriculier y'( a peut être rattaché au  couplage défini dans le schéma de renormalisation 

[ic ~~ i i i s t r ac~ ion  minimale modifié [SI]. 

Ei aiii donne  que g' - 1 dans les calculs sur réseau. le terme g2 dans 14.701 esr de l'ordre 

- :iilCi. II J- a alors des corrections très larges au développement i 4 .701  provenant dei 

Tcrriiri iriconrius d'ordres supérieurs. 

Polir con~.er t i r  les résultats obtenus à partir du calcul sur ic réseau aux résultats de 

non pertubatiw. Quand le coupiage est faible. 

- 
I.r3 i i t r r n ~  d'orclrc plus d e v 6  t : o ~ g ' a 2 . ~ ' r *  est un vertes supplementaire. 11 ne joue aucun 

1 . 3 1 t .  t m  thCorie &F champs classiques puisqu'il conrient des termes de puissance en a. 

I l  t s < t  s i ippr i r~ i t ;  dans la limite du continu. liais en théorie des champs quantiques. la 

c i t  iiatiori .si clifiérenrc. La contraction d 'une paire de champs -4 ~ é n è r e  i l r i  diaoramme 

1?omni6 * . f n d p o l ~ "  illustré dans Figure 4.2. La divergence I-1- de ce diaoramme i houcie 

(ir ciiioris 1 r 1 , 'u2 compcnse le terme a' figurant dans le vertes supplémentaire. La mcme 

(ihosc arrive 2 des ordres plus dei-és. et les tadpoles ajoutent une contribution effectiw 

P t  - : .  Pour éliminer ces contributions Lepage. 1Iackenzie $41 et Parisi :83; . . ont 

(jii : L , !  est iir i  terme de champ moyen ou terme d'amélioration. L'action améiiorée s'écrit 

cii i  g' g!;::, u: est le nouveau paramètre d'espansion. Souvent. on prends u l  = : i Trü I 13'. 

;a iniriir err déterminée numériquernenr . Dans cette méthode basée sur des considérations 



C'iiapirre 4: Formulation hamiltonienne de la QCD sur un réseau bidimensionnel 125 

~ ~ u a i i t i u u e ~ .  on utilise lcs données numériques pour éliminer à chaque ordre les srande': 

(-ontributions des cadpoles qui causent une pauvre convergence dans le développement 

1 - ! . ( O  1. 

I - r i  Forrrialisme canonique. utiiisant un hamiltonien amélioré. a été d é ~ ~ l o p p é  par Luo. 

(;II,-,. liiCJocr cr Scliüttc jd.jj. Cette construction est basée d'une part sur des  considération^ 
S .  

( ~ : i i ; i i c ~ ~ ~ c ~ ~ a n t  pour objet de diminuer I'erreur d'ordre a' d u r  à la discrétisatioii er. 

i ' i t ~ l i  re pari sur des considérations quantiques ayant pour but d'éliminer les contribut ions 

4.2.2 Aniélioration de l'action fermionique 

( ' o r i c  r;iirciricrii a ü  cas des degrés de liberté de jauge. l'erreur de I'action de C\'ilson 

PST plus iargc à cause du deuxième terme dans I -!.2 i introduit par U'ilson pour remédier 

; I I I  ,lt;~iotii~lernent des degrés de liberte iermioniques. Cette erreur est d'ordre a. 

1.c premier coup d'essai de l'amélioration de l'action de Wison diminant ies termes 

~ i r  wrrections Oi n 1 a Sté tenté par Hamber et Wu [YGj .  Ils ont ajouté dans l'action de 

\ \ * i L i > r i  I 4.2 1 un  terme contenant deus liens: 
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oii R = ! m u  - S r .  En faisant un développement de k l o r  de l J x  1 et de c i  r - ji i 

Cgii rnnt  dans I 4-75 'J en terme de puissance du pas du réseau a. semblable à ( ~ 1 . 3  1 1. nous 

corliratons qiir les rcrmes d'ordre a sont éliminés à l'approsimarion des diagammes en ar- 

i ,rtf 1 approsiniation classique). O n  peut inclure des corrections quantiques en déterminant 

i c z  coc6cient i  reiatifs en théorie des perturbations. 

T.';tc-tion qui  a suscitc un intérêt énorme est celle de Sheikholeslami-lbhlert 'Si:. I L  . - 

mi propos6 uric addition d'un second opérateur de dimension canonique cinq à l'action 

i i l  5 '  4 .  11 s'agit d'un terme contenant ie moment magnétique anormal 

( i i i  fcrniion. L'action de Sheikholeslami-LVohlert éliminant ies termes Oi a I figurant dans 

i ' w t  iuri dc Kilson est donnée par: 

.\ I':i!>~>rosirriation cies diagrammes en arbre C-qil- = 1 .  Son expansion pertiir'hatiw L 

( ; r i c c  It wtir expansion. l'erreur est rctiuite d'un ordre a I action de \\*ilson I à u n  ordre 

.. 1 [ i l !  r i .  L'ai-antage de l'action de Shei kholcdami-CVohlert est qii'elle est [ocaie e t  

~ ~ ~ n t i ~ ~ t  ainsi d'appliquer la théorie des perturbations szns enormes diEcult4s '$Il'. - .  

La drtermination non-perturbative de C'sic. est possible en se basant sur  les idenrités 

i r :3>?. 901. Pour tliniiner les termes O( a ) .  i l  faut ajuster le cocficient Csrf- do façon 

n qiic Ics identités de \\'ard soient satisfaites. Dans cette méthode non pertiirhative. 

l+ ciitirants. !c couplage g' et la masse des quarks m fonr l'objet de la renormalisar ion. 

4.3 Formalisme canonique 

E n  coniplémcnt de l'approche de l'intégrale de chemin appliquée à la QCD sur réseau. 
t - 

( i ~ m i t &  à ce point.  ii est important aussi d'investiguer l'espace des états et Le spectre de la 
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théorie. Schématiquement. nous pouvons le faire en élaborant un formalisme hamiltonien 

4.3.1 Degrés de liberté de jauge 

( 'unsià6roni un sp rème  de jauge ayant comme groupe de symétrie de jauge -;'l-i-l: 1 .  

Daric Ir fornidisrne canonique. le temps est traité comme une variable continue. mais 

l ' i~sparc cst discrétisé. Le réseau spatial a la forme cubique suivante 

. - 
i o imr  *.r. 1. b-:  des plauuettes orientées de sommets x. r -1. r -1 -k. x - b et d.orientation~ 
. . 
; 1:. 1.c champ (le jauge I - z , k  r I - IX.  k I est associé au  lien cntrc x et x - k  que noiis notons 

( .:-. .;. - i: 1 .  i r,, u n  dement d u  qroiipe de jauoc .5l7.\- r te1 que 1 - (  r .  A- I = i':i r - k .  k 1 .  

L<. 1-liarnp t i l m  riquc E',,c = EGi .L. k ). associé au lien i r. r - ii 1. est u n  élément de l'algèbre 

l i t 1  i.iv .-u(.\*. 1 

>il r,' = 1 T': 1:. a = 1 . . . . .\:' - i sont les générateurs de I'algebre de Lie s (11.\:) satisfaisant 

I.'!ia:iiilionieri d 'un  système de  jauge pur sur un résea,u i76j. s'écrir 

Pour arriver à 1 4.32 i. on utilise le tjrmalismc de la matrice de transfert dans ia jauge 
---1 

i m p o r e i k  .-ln = O. - Cette jauoe esr un cas particulier de la jauge axiale d . 4 ,  = O 
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a\.ec cib- = ( 1.6). Il est connu que la jauge axiale ne fixe pas tous les degrés de liberté de 

J I  ' 2  . 1 .  . I l  reste alors une symétrie de jauge résiduelle exprimée par les relations i 4.79 i 

r:  I -!.SI J .  Cette symétrie de jauge résiduelle peut aussi être traduite par des identités de 

\\'arc/ cicrite. sous la forme de la loi de  Gauss 

~ r i t  lri cénéra tcur i  de la transformation dc jauee résiduelle. satisfaisant à leur tour 

4.3.3 Iiiclusion des fermions 

. , 
1. tac!uar ion dc Dirac dtcoule de l'action 

C 

I . t b  r!l(,rlierii cori.jugué associé à c* est -cn:. L'hamiltonicn s'obtient en effectuant une 

: iari+fori;inrion dc Legendre de la densité l a p m g i e n n e  apparaissant dans 5r 

L A  (Iiscrc'tic-at ion cic i 4.87) donne l'hamiltonien 

I.'inierac:ion des fermions avec les champs cie jauge est introduite via l'élément du 
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.-I cause du problème de dédoublement. nous devons ajouter le terme de Wilson à H\- 

L'harniltonien i o ~ a l  décrivant l'interaction des fermioris avec des champs de jauge esr 

fl = H ,  - H + y  - Hic-  i 4.91 1 

i : w -  Il :. I I  \- et II\,. donnés respectivement par 1 -1.S ). I -!.CS I et i -!.QU i. 

Eri pr4sence de la matitre. la loi de Gauss dwient 

- 1  

. t T : t b ( -  t i  = 1. . . . . .\ - -  - L. On montre que H est invariant sou5 le': 1-ransformations d r  jaiicc - 

Dm. le Ii)rnialisme canoriiquc. la dynamique du problemc dc la théorie de jauge oii 

4% la O(-'[) i i i r  réseau. consiste a trouver Ic spectre dc l'opératcur Iianiiltonien i-l.!!l 1 .  

i.~,stiit.; par ri-. c tats  sztisfaisant la contrainte ! 4.92i. 

4.4 Hamiltonien amélioré et QCDS sur réseau 

4 4 . 1  QCDL dans la limite .\, grand e t  descrirtioii sommaire du 

modèle de !t Hooft 

I.'i(iSr ( iu  d6veloppement pour .\, grand a été espioitée par 'r Hooft pour investisuer la 

r'l .\- 1-(:iironiod!*namique en deus dimensions i QCD 1-1  i où ii est possible d'addirionner 
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les diagammes planaires. Cette version simplifiée de ia QCD illustre \a propriété du 

wniinement. .'ivec .\-! saveurs de fermions. l'action du mocièle de 't Hooft s'écrit 

( ~ 1 1  irs piwiii.rcs lctrres grecques a. .3 . .  . forment les indices de saveur. les lettres latines 

i i .  i). . . hrnicnt Ir5 indices de couieur alors que les lertres p .  L'. . . . forment les indices dc 

Lorcrli Z. SUIIL it\.orls 

D;LI~?  i t .  ( - 2 5  .le: = 2 .  l'action est invariante sous le qroupe de s>-niétric 

1.t.i ~ ~ 1 1 G r i ~ t c u r c  d u  groupe arissent sur un isodotiblet de fermions 

-CI 

~ J I I  ii3- T ' -oril les .\ ; - 1 générateurs dii groupe de jauge 11-1 .IL I. les cB sont les mat rlces 

l:lb Paiiii riii groupe de iavelir. @;ii x 1 . 0 ~ .  H i  r 1 et o sont des coefkients  réels et 
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-\ ! 'approsimat ion des diagrammes en arbre. les symétries i 4.99-4.103 ) conduisent  

a i l s  lois de conser\-ation des courants de Soether suivants 

[.* (!iiantification de ce modèle ne permet pas. à cause du phénoniène dc I'anomalic. 

m pr&cr\-cr à la fois les symétries de jauge vectorielle et axiale. Si In ré-ularisation 

i~rc;-<tr\.e I'iri\-arianw de jauge 4.102). les courants vectoriels sont alors consen*& mais les 

(.oilrant a x i a i ~ s  ne ie sont pas. ils sont victimes d'iine anomalie [Ki. Les courants asiati:; 

. . 
,i.-<,<-irh i i i i s  iénerateurs du  groupe de jauge 5 I - i  .l- i satisfont l 'équation de l'anornalie 

! ) O I I I -  .\-: \a9 vurs  -!XI:. . * 

-9 

o i i  . \ . - I  .i. 1 = .-il'! r ,TC'.  avcc TC'. C' = 1.. . . . .\ ; - 1 .  les ~énéra teurs  de 9 - i  . \ *  1. Le coiirant 

.~ix!Ii i~i  -ai idai: i'équat ion de l'anomalie 

- 
Lc: m I ( w r  moyeme dans le \-ide des champs composites ( C c *  ) i r i et ( L*O- 'L$)  ( x  i .  qui ne 

I I  pas int'ariants SOUE chiralité. est différente de zéro. En fait. ils brisent non seule- 

r;ivni ia ~ y m é t  rie l ,  i 1 ! anormale i équation 14.11 1 t I mais aussi la symétrie globale chiraie 

q * / - , 2  1 - .q-[i,,-, - .<[-\-p,. 

Si i i o ~ i -  considérons ie modèle de 't Hooft correspondant à .\*y = 1. l'action est 

in\-ar ianrc sous le groupe de cj-mét rie 
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cr f i a n i  CP caç l'action des générateurs du groupc est donnée par i 4.99 ). i 4.102 i et i 4.103 : 

~ e c  o = .j = 1. Or. la symétrie 1--4 (1  j est brisée à cause de l'équation de l'anomalie 
, I 

1 4.1 1 1 ! . on peur alors s'attendre à ce que (CC*) = O. Ce modèle se caractérise 

i i m i t ~ s  ciisrinctec [I).j;: 

par deil s 

i i 1 fairc tcnrlre .\_ - x en premier. après m, - 0. 

d i i  ! fair<: tciidre m.: - ij en premier. ensuite .l- - x. 

I.ii p r t ~ r i i i ; ~ r c  liniiie correspond à g << m,:. i l  s'agit d'un régime oii Ic couplage cit faible. 

i ' ( 3  i)r(ariiicr cas. o i ~  lm relations sui\-aiires 

- 
, I 

Y. - x . g'.\'. = canot. . rn, >> g - l , ~ ' \ . . \ ~  i-4.1131 

- o r i i  i-ai;tl)le>. a t;rt; considérée par ' t  IIooft 196. 971. Dans la limite .\.- largc. en addition- 

dominants ayant les lignes de quarks ct antiquarks vivant 

à l'équation d e  Bethe-Salpeter 

.\ ( - i i a t p ~  i-aleur propre  de l'équation 1-1.1 1-11. i l  J. a un  état  hé de masse p .  L'équation 

1 4. i 1 ! 1 i i '~s r  pas résolue analytiquement mais une solution approsimat iw conduit a u n  

G p i w  r e  linéaire d'états iiés de quarks formant des mésons donné par 

;;-. Y-1 ia rnaiw de I'état lié. le méson. La fonction a deus points tle condensat chiral I a 

t ; i  ti ~:iJierrninfe par Zhitnit-k!- . i9.j;. . 
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\ \ ' i î ten - i9Si . a donné une interprétation originale des baryons dans ie schéma d'app- 

rosirnat ion pour le déveioppemement A; grand. Les baryons sont des états complètemeni 

anti~!.ni&triquei de .\:- quarks et leur masse est de l'ordre de .\: . !981. . Dans la limite 

cil-: couplage faible. le spectre non perturbatif du niodèle QCDIT1 contient en plus des 

!:!&on-. dei états additionnels dont la masse diverge comme i'inverse de la consiante 

{ ( i l  r"iipiage: ies -oliions. \\-itten a suggéré que ies baryons sont de tek solitons et que 

i t w  niasse di\.rroc ai-ec .t: oii i/.\:: est -la constante du  couplage- de l'interaction forte. 

I I  ! ) i l .  l O O j  lcs baryons sont ioterprétés comme des solitons d'un lagangien effectif. 

L i  ;~coriclc limite correspond a un  régime ou ie couplaoe est fort. y » m.,. Dans ce 

(a~. 1 ~ .  ipcc t rc  cst diffcrent [ l o i .  102. 1031. Srcinhardî i103! a calculc la  masse dei S t a ~ s  
,. , 
1 i n :  soli ton i baryon r .  anîi-soliton i anti-baryon i et soii ton-antisoiiton i baryon- 

n t  i Hliartacliarya . [10'>i . a montré que le spectre dans la limite chirale est 

- *  - . . 0 1  on' q i i P  fian-. le cas .\, = 1. i 4.1 li- 1 coïncide ai-cc la rnasse d u  boson d u  modéle dc 
. . 

r .  r a n i  a a .  :10-lj ont détermine lc condensa chiral. 

u11 g O-1 arbitraire. 14.1191 confirme le résultat de Zhitnitsb. i 4 . 1 1 7  obtenu dans le 
. . 

:rzin:rb d u  coupiape faible. 

4.4.2 -4méliorat ion de l'hamiltonien 

I I m m  a 6tuciiC la QCDIAi sur réseau en utilisant les fermions de Iio~ut-Susskind et S I Ï 2  1 

comiiir ~ O U P C  de jauge !1Ci?1. - .  Le spectre dans la phase de 't Hooft i -1.113) a été investigué. 

Ici. ~ioiiz çori~itléron~ le cas des fermions ae \\-ilcon 391. Comme nous allons ie voir. ies 

r ikultats  montrent  que les obser~ables physiques dépendent du paramètre non physique 
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:-. ic coefficient d u  terme O ( a )  introduit par LVilson pour remédier au problème de dédou- 

hlcment. Dans le but d e  réduire l'erreur due a ce terme. nous proposons un hamiltonien 

;:rriClioré en nous inspirant de I'action de Hamber et Ih (-1.751. Xous introduisons des 

tcrriies de correction évalués uniquement a I'approsimation des diagrammes en arbre dans 

! 'haniii t ünien ferrnioniquc. Etant donné que I'erreur de discrétisation dans I'hamitonien 
3 .  

(ic .]ausr est d'ordre a'. nous considérons seulement l'amélioration de la partie fermionique 

T)ans ia section 4.3.  nous avons décrit le formalisme carionique. Considérons pour 

1 , - -  m i r a n t  tiniqiicnient les degrés d e  liberté fermioniques. D'après I 4.S9 i. i 4.90 ! et i 4.91 1 

i i = ( 1 ,  cit ie pas d u  réseau spatial. k est un vecteur unitaire ayant une ~ e u i r  rom- 

!~05sr l t< ' .  <;tant donné  que la dimension spatiale est égale ; un. Les -;; sont maintenant les 

r i i a  t r-iwi; dt- Pauli. 5 0 ~ s  Pcrivons I'hamiltonien 1-1.120 'f dans la forme suivanre: 

Soi15 2 1 - a i s  iitilisé une notation condensée. ia somme est sur les deus directions opposées. 

=A- p~ -,-,: = --.. .. Le champ de jauge I e k i  x 1 U r .  k i est associé au lien entre s et r - k .  

1 - - .  - . .  esr un 4ément du  oroupe de jauge 2[-!.\*:! tel que I ' i s .k i  = ['7ir - k.X.1. 

th f q o n  similaire à l'action de Hamber et \ t u  (4.75) où un noul-eau terme d'inte- 

r;ir::ion a Gré ajouté a l'action de l\'ilson pour éliminer l'erreur d'ordre a.  nous proposons 
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L*( x - 2k I 

. En posant mutes Iec ~ariables 

l i t b r i s  tiaalci i I'identirc. nous avons dans l'espace des impulsions 

1-11 soininant sur  k = =J. nous avons 

Lc ri&\-cioppcment de Taylor donne 

Ln wiriparaisor: de I -!.l3O i avec le terme cinétique de I'hamiitonien de Dirac dans ie 

( ' ( i t i  t- inti. no115 permet d'etablir les relations 
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Si t,n &cctue le del-eloppement de Taylor nous obtenons. 

O ,  11s 1a l i  mi tc du continu u - O. le te rme de Kilson disparait. Nous avons alors 

.\ !'approximation des diagrammes en arbre.  ces coeEcients ont la même d e u r  qucllc 

I I  i i k i  ciiniension 1 d - 1 I considérée et quel que soii le qoupe  de symétrie de jau-P. 

S t ~ r t m i  qur ic cas particulier 

(-c,rrespond uniquement à l'amélioration du ternie de Kilsori. 

La Q C D  en  deus climensionc a certaines propriétés qui  simplifient énormément sori 

ic ternie d'iriteraction maonétique est absent et le facteur des tadpoles vaut  I-,, = ! 

i: cause ciri fait que (-, = I - i  = 1. Seul le t e rme  électrique apparaît dans I'hamiltonien 
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.iecrii.anr lcs degrés de liberté de jauge qui. d'après i-4.8'2) s'écrit 

i inc : iirorie J e  jauge en 1 - 1 dimensions est super-renormalisabie. i l  1. a juste un  nombre 

f ini  dc tlia~ramnies de Feynman qui divergent. La dimension canonique du couplage est 

1 i!ir piiissance inwrsc d 'une longueur 

1.c- ~ K t 7 t  5 qiianr iqiies des tadpolcs sont alors supprimés dans le secrcur fermionique comme 

' il-, - .  ., (1 l - Oi ri3 1 et comme 0 ( g f a , : a 2  i - Oi «.' dans le secteur oluonique. 

1';:; <-oriGrjurri i .  la restriction de l'aniéliorat ion de l'hamiltonien uniquement à l'app- 

w s  i nicil i o r i  d r s  tiiagrarnmcz en  arbre est suffsantc. Sous nous limitons alors a u s  valeurs 

1 if,? ~ ~ i t ~ t f i c i i ~ n t -  hi. b-. cl et ci données par I 4.13.5 i. Ce programme d'amélioration a été te& 

(im- ic (-as (111 niocltle de Schwinger . -1071. . Dans  ce qui suit. noils déterminons le spectre 

+ ia Q(, 'Il;-l  s u r  réseau et la valeur rno'vmne du champ composite ( c c b  ) i r i i le condcnsat 

t-liirai 1 i ! ) .  . .  a p r k  a\-oir diagonalisé l'hamiltonien par une méthode variationneile iirilisée 

4 4 . 3  Formulation de l'a~rroche variationnelle et 

traiisformation de Foldy-Wout huysen 

l'oiir illust rer la Eormulat ion iariationnelle. considérons le cas des fermions libres. D ' a p r k  

I I .  1 3 ;  1 I'iiarniltonien s'écrit: 
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!{rri\uric ic spineur L. à d e u s  composantes sous la forme suivante 

X I - J : ~ ~  définissons ic vide nu ( barf  vacuum ) par 

L v i  dciis mrnposantes du spineur sont couplées dans I -1.139 t \-ia les matrices 7.:. Ir. vidc 

1111 r i ' w t  p u i n  état propre de H.  Soit 9 ire,j  Ir vide ph>-siqur et son 4nergirt. 

Polir &coupicr lei deus composantes du spineur. noils introduisons ia transformai ion 
, . 

liniraini IO<. 

H' = espi -lS)Ht.spi z l  i 1 4.142 1 

ii qd'urie transformation similaire a celle de FoId!.-\\out huysen :log]. Lc t-ide 

L'op'rairur 5 peut  ê t re  construit explicitement. Dans les cas des fermions de \\'ilson 

:. = O i uii des fermions naïfs i r = O 1. i l  est donné par j lOS] 

1 
s' - sin r.2 
'P - 
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oii p est l'opérateur impulsion. Dans l'espace des impulsions. le nouvel bamiltonien H' 

sin 10, sin 3. r 

. 4 , ( b 1 ~ h 2 ~  k;  cosp ,a)  

A, (bi  + coip,o 
tan ?O1; = ) 

t ; i i i i i i i i t .  ic. i (rrmc i impair! roupiant les deus  composantes du spineur dans 14. !.l.j! er rnin- 

i r r  iisc 1't)ncr~it. (lu \*ide 

bl - bz y cos pi a 
J 

J 

oii .\. er .\; sont respectivement le nombre de couleurs fit le nombre cie saveurs. La 

1 r o  r:sr'ormar iom ! 1.14- ) permet de dialonaliser I'hamiltonien décrkant des fermions de 

ii'ikori i i  hm.. SOUS avons 
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L'tbsprc-iio~i 14. i . 3  I de .i; est simplement la relation de dispersion. Dans la limite du  

(-oiit ir i i .1  a - 0. ai-ec p:a fixe. nous avons 

obi m i ~ r i ~  ainsi la bonnc relation de dispersion dans le cont iriu. 

4.4.4 État du vide et spectre mésonique du modèle: une seule 

saveur de quarks 

( 'orisirlr;ron.r maintenant l'hamiitonien total 

le eénérateur de ia transformation dc jauge donnée par i 4.92 

iant le \-ide phjysique interactif par 

q . i l i  i oprratei-ii iinit aire 5' es; défini dans l'espace de confimration par 
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S I  u ' 1  x I I .  = O. Les angies O, sont dei paramètres ieariationneis fiscs en mini- 

iiiicarii i 'k i~re i r  de l'état fondamental. Ils sont solut ions cici équations 

i ï;:l iiiisant la star ionnarite de !'énergie de I'étar fondamemal 

w i i i  ictirs variations. La base de la détermination du nouveau hamiltonien H' est 1'ai:èbrr 

r i ( .  jauce d6finie par les relations de commmutarion 14.79 t .  i -L.bO j et la rèolc de quantifi- 

[.es ~ ~ c i i a i i o n ~  dynamiques ou encore les états niassifs sont créés par dcs opcrateur~ 

il,\-itriariti de jauge dc la forme sui\*ante: 

(-'PT i>perateur annihile une particuie au site x et en  crée une autre au  site x = ini. En 

k t  A O > p x  une superposition d'opérateurs de ia h r m e  [IO;. 110; 
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rious créons iiri méson de quantité de mouvement nulle et ayant une énergie telle qu-une 

paire de quark-antiquark soit reliée par un tube de Bus électrique icoloréi de longueur 

Le méson vectoriel formant un état singulet du groupe de jauge est créé en agissant 

w r  fi > par une superposition d'opérarcurs I , . de ia forme O, i 4.162 i 

( ' t )  i)r(:riiier crar csci t e  est décrit par  l'état variarionnel 

I'oiir ({Xe I * soi: orthogooal à l 'état fondamental. nous avons sousrrait la valeur mo!-ennc 

I :  IL (ir i'operareur \ ;. Sa norme est donnée par 

La nio~-cnne de i'harniltonien dans l'état \ - "  s'écrit 
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/ si ii<,iis ciassons les ~ . a i e u r s  propres par ordre croissant ,Eo 5 il 5 . . . 1 E . y ~  . la masse 
I r t b  rt 

( i i i  nitkori vcçtoriel est donnée par: 

1 '  I.v ~-iioiz tics paramètres de troncature .Y:;,, ct S:,, est ~ i i i d é  par la convergence dei 
. . 

r(1siiitatr pii>-siqiies. Sotis pouvons estimer la masse du me5on \.ectoriei dans la limite du 

( - o r i r  in1.1 i part i r  cle la relation 

1.a iormdation de la théorie des champs quantiques sur réseau à I'aide des fermions 

t i c  \\'ilson hrisc esplicitement la symétrie chirale. Cette brisure de symétrie chirale est 

:ariiiit c par les identités de Ward i 4.45 i. Pa: conséquent. le c m d e n s a t  fcrmionique 

J. .c .  +.?,e r s i  diff6rent de zéro dans la limite rn - O et devrait être sou5irait '1 11. t 1-i 

( > i l .  fians Ie cas d'une seule saveur .  
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. - 
Ilii~i.~ I -!. i 1 L est ic nombre de sites sur le réseau et j = 1. , L * L ~ ~ ~ , - ,  dépend de la ~ d c u r  

(ir :. (.i~oi.;i. Si b1 = i .  b2 = O. cl = 1 et ci = O ( fermions dc Wilson non arkliorés t 

i!iii t i r  i ' anni i i lc  pas à cause du terme de Wilson. 

Daris la limite d u  continu. le condensat chiral est donné par 

Sou; riipposcjns que les membres de droite de i 4.1731 et I4.179 sont indépendants g,,::. 

Lii b r i s i i r ~  qmntanée de la  syrnét rie chirale est causée par le phénomène de l'anomalie 

ctiiraic. I l  n ' l -  a pas dc pions interprétés comme des bosons dc Goidstone dans le specrre 

Iio la t liSorie des champs quantiques en 1 - I dimensions [Y-l]. Dm': le cas des fermions de  

\ \ - i l w r i .  noüc nc pou\-ons pas ajuster le couple i r. m 1 appartenant a L'espace des paramètres 

( iv  ràqon a atteindre la limite chiraie comme dans le cas de la QCD3il. Par contre. elle 

p i i  t $1 re approsimke par la limite rn - O pour autant  que l'erreur due à la discréi.isation 
,T. 

wii s;imsamment petite. Dans le cas des fermions de Wilson. cette approximation n'est 
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pas jusr itiée il 131 quand gl,,, et a ont des valeurs finies à cause de l'erreur O(ra  J. AIais si 

on introduit  des termes d'amélioration. elle devient physiquement raisonnable 2 1-1. 10;: 

parc. que  lc terme de brisure de la symétrie chirale est assez petit. i.e.. Ohm' i. 

4.4.5 Résultats numériques 

?:OI~\  x-on.  riiaaoriaiisé l'hamiltonien en adoptant une méthode variationnelle. La préci- 

sion J e  la rncthode variationnelle. fréqiicmment appliquée à des cas oii l'énergie ionda- 

i i i t * i i ~ a l ~  r i tb  pciit hrre  obtenue perturbativement. dépend d'un chois judicieux de la classe 

L a -  iurirtioni d'cisai. Dans notre problème. cette classe est donnée par i 4.154 i dans ie 

(-as (1,. l 'kat du vide et par i4.164) dans le cas du premier état escitt;. le méson !.cc- 
. < 

1 m v ! .  L e i  &ils classes de fonctions d'essai i 4.154). 1 4.164 1 dépendent respect ivement 

* \ .  tir- païaniixrw de rroncaturc e t  .\:,,, correspondant chacun à des nombrcs de 

parnmct rec; variat ionnels. 

I'oi~r triiaque vaicur tise du couplase l/giar:. nous avons déterminé les paramètres B i .  d 2  

f.1 0.: r n  chercnant une  solution du système non-iinéaire 
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Donc a c1iaquc valeur de l / g r a t t .  correspond une solution de W l S 3  ) nous permertant rie 

dercrrniner le condensat chiral ainsi que l'énergie de l'état fondamental. 

.-\près rettc étape. avec .Y:& = 2. la diagonalisarion de la matrice i 4.1 71 1 ae taille 

3 .. 3 nous a fourni ia masse du méson vectoriel. 

Dnii-. le dornainc I < l,lg,",,, 5 2. les résultats semblent converger mais leur dépen- 

(ii~iicf: au pararnèrre de Wilson r persiste. Cette dépendance n'est pas due  en fait à lz 

i n l c ~ i i r  riil rionibre de paramètres variationnels mais plutôt au terme de Wilson 01 ru ! qui 

i l i :  principale source de l'erreur. L'hamiltonien amélioré corrige cette erreur. permet- 

: i i r i i  iiirisi ~ l c  réduire la dépendance des résultats physiques du paramétrc de \\*ilson et la 

\ . i t j i i i i  iori (i'iri\.ariance d'échelle. 

- 
Liari' ia Figure 4.3 et la Figure 4.4. nous présentons ; ~ * c ' ; , , , ~ / ' g ~ . ~ :  en fonction de 

1 '  
! i;:.. ..ri r>rt.nant iles fermions dc Wilson. Dans la Figure 4.3 le p u p e  de jauge psi 

$1 '1  2 1 .  itiûrs q i i ~  dans le cas de la Figure 4.4 le groupe de jauge est SVi:ll. De  nouwac. 

A ~ - ( V -  h i  fcrniioris rie Vi'ilson. la Figure 4.5 et la Figure 4.6 présentent respcctivernenr 

1 -  ::: ttn foncrion de l ig;',, dans les cas des sroupes de jauqc SI-'iZ ) et Sr(:{ I .  Xous 

('ofi*l:tTOti' q u e  les résultats correspondant à r = 0.1 different d'une manière considérabk 

( i c ~  i - i ;~d ra t i  correspondant à r = 1.0. Cctre différence est due à l'erreur d'ordre 01 rn  

Lt.5 rrsultats dans ie cas de I'hamiltonien amélioré sont présentés dans les Figure 4.7. 

Figure 4.8. Figure 4.9 ct Figure 4.10. D'après ces figures. nous obsen-ons que la 

( l i5re1iw c n t r e  ie cas r = 0.1 et r = 1.0 est réduite. Les résultats du  condensat chiral 

4-oïrii-ident t-omplèremeni. 

Soue a w n c  étudit: le comportement du condensat chiral ainsi que la masse du premier 

f;:ar escité dani  la limite -1: large. 

Dan i  la Figure 4.11. nous présentons (,CL*) en fonction de l,/'.\:. .\, = 3.4.5.6. 

Sol 1s avons compare nos résultats numériques avec le calcul théorique de Zhit nitsky j 113; 
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i ticpar ion 1 4.1 17  ) dans le réginie du coupiage faible). SOS résultats numériques sont o!i 

pariait accord avec les prédictions théoriques de Zhitnitsky. 

Dans la Figure 4.12. nous présentons la masse du premier état  excité en fonction 

i A .  . = 3 . 4  5.6. Les résultats numériques sont de nouveau en accord avec les 

pr&dictions rli4oriques de Bhattacharya 1102i - - (équation (4.118'1 i. 

4.4.6 Conclusion 

Soii? avoiib disciiié dans ce chapitre les notions de bases de la tlitoric dc jauge sur un rtseau 

t b~p;icfn-t <3rripsoiic sa forme hamiltonniene et iagrangienne. Sous avons montré 'on utilité 

l . , i i i i r i i i l  I iiéoric physique. Nous avons montré aussi comment cn  préservant l'invariance 

1 i f .  ja11<<&. lrs i ochniqueç di1 réseau permettent unc  régularisation non-perîurbarivr dc la 

!)( 'D. Soili ,t\.oni discuté lei dificultés de ccttc méthodc ric rcgulaïisarion comme ic 

it'4oiii1l~-nirni cies fermions c t  la s>-métrie chirale. la violation d'invariance d'6rhelle et Ia 

i i r i i i  t t a  (i i i  continu. I-ne discussion des soiut ions à ces problèmes était apportée. Dans 

+ a i r  i l  pmgrnrnrrie d'amélioration de la discrétisation. nous avons étuciib ia QCD 

(-n : - 1 (iirncnsions e n  ritilisanr une formuiation hamiltonnienne. Sous  atans calcuié le 

(-i,ri<itln.;a~ ciiiral et \a masse de ib4tat sineulet dii groupe de jauge. le nieson vectoriel. en 

11: i iiiarit l in  iiamiltonien amélioré 0i a". En comparaison avec les résultats corresponcian: 

:~ii:i irrniioris dc \\'ilson sans aniélioration. nous avons observé ilne réduction cipificative 

i f  r u  0 r 1 .  Sous avons présenté aussi des rCsu1tats dans ie cas de différents groupes 

( i t -  jaurc i .\I = 2.3.1.3.6 1 .  Sous ai-ons abouti à une bonne concordance avec les  calcul^ 

&xai>-\  i q u w .  
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Le condensat chiral avec des fermions de Wilson et groupe de jauge 
- 

S U ( 2 ) .  = -4,r~c-),,,i~gi,tt.\;i en fonction de 1 i g f  dans Ic cas . L i  = 2. Crois: 

r = ~j 1.  losmges: r = !. 

Le condensat chiral avec des fermions de et groupe de jauge 
- 

1 .  SU(3).  \ = -~~*c.~,,a/i~!~::.\;! e n  fonction de L,~:~:: dans le cas .\: = 2. Crois: 

r = 0.1. losanges: r = l .  
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l - ' I c r i ~  rp  -! .:: La masse d u  boson vectoriel 

de jauge SU(2) .  (i.ifi-,/yi,,: t:n 

avec avec des fermions de Wilson et groupe 

fonction de l ,lgL,, dans le ç a  .\i = ?.Crois: r = Li. 1. 

La masse du boson vectoriel avec avec des fermions de WTilson et groupe 

de  jauge SU(3).  a.llr- igi,,, en fonction de dan< le czs .\, = 3.  Crois: r = 8 . i .  
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' r  - 7 :  L e  condensat chiral avec des fermions de Wilson améliorés et groupe 
- 

de jauge SU(2) .  1 = - ( t . ~ . j , ~ ~ / ! y : ~ ~ ~ . \ ; j  rn foriçtion dc ligt,, a n s  Ic cas -1:. = 2.  

Crois: r = U. 1. losanqcs: r = 1. 

F i ~ i i  re ? .i: L e  condensat chirai avec des fermions de Wilson améliorés et groupe 
- , . 

de  jauge Su(3). = - /  Y Ç . ~  1 3 u b /  (gioi:-\;! en fonction dc 1 jp,?c:: dans le cas -1; = :i. 
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F i  . La masse du boson vectoriel avec avec des fermions de Wilson améliorés 

et groupe de jauge SU(2).  u.\l i./gi,:; -n fonctiori dr ijPgfIt: dans le cas .\; = 2 

(_'rotx. r = 0.1. losances: r = 1. 

Ficure 1-10: La masse d u  boson vectoriel avec avec des fermions d e  Wilson améliorés 

et groupe de jauge SC(3).  a- i l i -  jgi,,, en fonction de liyfa,, dans le cas .\; = 3.  

Crois: r = 0.1. iosanjes: r = 1. 
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i 1 :  Le condensat chiral en fonction du nombre de couleurs. p = 
- -3 i'2 - L , ,  i 1 en fonction de I ;.\*:' Les harres d'erreur sont gsrimée': i partir 

ilrs résultats rorrcspondant A différentes vaieurs de r .  La iigne pii ini  est Ir résultai 

nnalyt iquc Je  la référence 11 151. 

F i  1 :  La masse du  boson vectoriel en fonction du nombre de couleurs p = 



Conclusion générale 

Dans  ( .Cr  te thése. notic avons étudié les aspects physiques non-perttibatifs en  élaborant une 

i:i)!>riit.!i~ iiiini&iquc. Sous avons ainsi développé tinc méthode consistant a construire ~ i r i  

i!itiiiiI t oiiirii rifect if  décrivant la physique de basse énergie. à partir d'une action donnée \via 

iit riit;tlwtir \ioritc.-Carlo. Le parcours habituel dans l'élahoraiiori d'unc nouvelle approche 

( - o i i ~ i ; i t l  (iaris i i r i  premier temps à i'appiiquer à un modèle simpic. Lr biir est d'acqiierir un 

-cr\.uir-ràirc. applicable à des modèles plus complexes. Nous avons alors choisi la rriécaniquc 

q l i an~ ique  cornnit. Lin premier modèle d'application de la nouvelle méthode Slonte-Car10 

/ianiiltonicnrie. Les rcsultats que  nous avons obtenus sont très rncourageants. -rolit~i: 

I.15 raiwri?: p i i~ - s iq t i c~  rie la construction de l'harniltonien effectif que nous avons al.ancees 

wiiccrnaicnt ir domaine de ia théorie des champs et de la mckaniqiie statistique. l.'n 

liaiiiiii i>riicn cffrct ii permettrait d'aborder numkriquement des problcmes physiques liés a 

(:v- (lri~s dornairies. En effet. en théorie des champs quantiques. le nombre de particules 

i i ' o i t  pas cori.ieri.6: u n  champ quantique est une superposition d 'une infinité de modes de 

d x a t i o n  harmoniqÿe et en mécanique statistiquc les phénomènes critiqües. par esempie. 

r i i e i  t m t  aussi er. jeu le couplage d'un nombre de degrés de liberrc infini. L'application de 

i i .  nit3 \iode .\Ionte-C'ario hami!tonienne a ces modèles est présentement sous investigation, 

Qiicl!c est I'inrerprétation physique de l'action quantique que nous avons introduite au 

&qiire 2'.' Premièrement !'intésrale de chemin implique l'action classique et sa descrip- 

7 i m  ciri ! 'éi-olut ion quantique est contenue dans la somme des contributions de plusieurs 

(riicniias incluant des trajectoires classiques. La plupart des chemins intervenant sont 



cilfférents des trajectoires classiques. Dans notre action quantique. un seul chemin inter- 

\-irnt par construction. Il s'agit d'un chemin classique. solution de I'action quantique. 

L c .  t+èt .z  quantiques sont maintenant contenus dans les coefficients de la nouvelle action. 

Qiirtllr est l'interprétation de la trajectoire correspondant à I'action quantique'.' Décrit- 

t? i i s  i r  nioiii.emenr d'une particule'.' En fait. nous avons introduit une particule efTecti\.e 

1 i!iiasi-particule 1 .  Son comportement est différent de celui de la particule quantique: nous 

;tl..(ini \ . i l  ';lie sa masse change. Néanmoins. cette particule effectivc se déplace d'une po- 

siiiiiri initiale à une position finale durant un certaiii temps avec ia même probabilitl de 

i i a n r i t  ion rluc la parricule quantique! Par ailleurs. le concept dr particule effective ou 

(11~i-i-pariicriir CFT souvent introduit. Le polarori ou la paire de Cooper dans la théorie 

R i ' s  & a  In ~iipracondiicti\-iré en sont der exemples. Les résultats que nous a\.ons obtenus 

h i ;  if. (-as (Ir:: 5)-sternes a un dcgré de liberté sont Ici suivants: 

- I;I v;:ltwr cIi-5 [)aramétrer de I'action quantique proche dr  elle iles paramètre. tlr I'arrion 

( . i i i i ~ iq i i~  quand le temps de l'amplitude de transition csr court. 

- la (-onl.Prnpn(-p des paramttres de l'action quantique avec le temps de l'amplitude de 

r a r ~ s i i  ion. 

-  fi^^ paramètre.: d'action quantique indépendants ries conciition~ aus limites conformé- 

! w n t  iI (T qui  Jtt; postulé par la conjecture. 

( ;rit(-r à CPS r&iilrats. nous pouvons alors envisager d'étendre cette méthode à des systèmes 

aJ.ant plus d ' u n  degré de liberté. futurs projets porteront sur le chaos qiiantique. 

>-ULIS &\-on5 étudié la chromod>.namique quantique i QCD) s u r  un réseau bidimen- 

.ion ne1 en ri t iIisant ilne formulation hamjltonienne. Pour minimiser les erreurs dues a 

. . 
i i .  regiilarisatiun di1 modèle sur le réceau. nous avons ernplo>-e un harniltonien amélioré. 

h n i  iionnc qiic dans le secteur de jauoe I'etreur due à la discrétisation est de l'ordre a' 

Y qii'cn i - 1 dimensions les contributions des tadpoles sont absentes. nous avons con- 

~i (lGr6 I i n  i quement l'arnéliorat ion du  secteur fermioniqiie pour minimiser l'erreur d'ordre 



1 .  De plus. la QCD en deus dimensions est une théorie de jauge super-renormalisable. 

racr a cette prapriété. nous avons montré comment les résultats numériques du conden- 

.<a ~ h i r a l  C :  dii spectre de masse s'améliorent en fixant les coefficients de l'hamiltonien 

iiniéiior6 uniquement à l'ordre zéro en h ( à  l'approximation des diagrammes en arbrei. 

LiL prociiaiiic btape intéressante sera de généraliser cette méthode à la QCD en 3 - 1 

( liriieriiiori-. C'erre-. cette généralisa1 ion sera laborieuse: en plus du  nombre est rêmemenr 

t + f b - i ;  dc dcor& rie liberté. i l  faudra égalemeni tenir compte de l'amélioration du secteur 

dr jauge t a t  III! secteur fermionique. Sous pensons néanmoins que cette opération sera 
, .. 

rcilisabic e t  pourra apporter des contributions dans la compréhension de la QCD a basse 

Pour terminer. ajoutons que la méthode numérique que nous avons adaptée pour cal- 

f . 1  i i ( ~ r  ! 'action rrnormaliséc cn mécanique quantique pourrait s'appliquer à la détermination 

1 ii.5 art ioii- nniéliorécs utilisées dans les simulations dei t héories des champs quant iquei 

r r i .  ( ' C S  actions améliorées. tout comme l'action renormalisée que nous avons in- 

i rocitli~ t. vn ~ i i écan i~ue  quantique. contiennent dcs correct ions quant iques ct permettent 

l i i .  l)iila!.cr l'cspacr dc configuration physique dans les simulations Monte-Carlu d'une 
. . 

n; i i i i  ir:*c pli i i  rficace cpe l'action classique et permet tent d'accélérer la conreraence vers 

Li liriiiie riii wntinu. L'esemple des théories de champs quantiques sur rcseau montre que 

i f .  rGiv jniii. par les actions améliorées ou quantiques est d'une estrême importance. .+près 

i ~ i i : .  in qiinnrifi cation d ' m e  théorie des champs classiques définis dans le continu ou sur 

i in  réseau re\-ierit à déterminer I'action quantique. Sous poul-ons appliquer la même chose 

Ii lii  r~iécaniqiie q ~ a n t i q u e  grâce à notre définit ion de l'action renormalisée. ?;os futures 

p-rspccri\.ei cie recherches portent sur l'approfondissement de ce lien et la sophistication 

~ i c  rioirc aisorir tirne de détermination de l'action renormalisée afin de pouvoir élargir la 

( i i  rntlnsion de I'c~pacc des paramètres. 



Annexe ,4 

Processus stochastiques 

1 '11 prncciiiis stochastique xc r est défini par la donnée de la familie de probatiilit6s 

i roili.<xr .ri - 1 w t r e  xi, et su - dzo x l  et r l  dxl. .... x.y et s.y 7 drA\- sus  temps 70. 7 , .  

- - .... . . (-'es densités de probabilité satisfont aux relations (le compatibilitc. 

... 
I I  Il'~.r,li~.rl:l.....x.yr~j est une  fonction symétrique de se5 arsuments 
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Le ?rucessus a la propriété de Slarkov si 

csr indépendant des temps 70. .... 7.y-2 antérieurs à 7.y-1 et pi x r T ? i . ï l r l )  est la probabilité 

rit. rraniirion du processus. Pour un processus de Markov. on conclut de ( -4 .2  que ce 

procc55us est enîièrement détermine par la probabilité de transition et ia donnée de la 

i r i u i i n  initiale x o 0  On déduit en effet de  (.-\.2I et i -4.3 i que I 5 rl 5 ... < - 
- 

3 \--! .L 7\. 1 

Ki1 r sp r iman t  la relat iori de cornpat ibilité i iv  i 

l'aidc dc i -4.4 1 .  on  obtient les équations de C hapman-Iiolrnogoroi. 

L'i iiaim~ent.. le procesils est (faiblement I stationnaire si 

Dnrii  r - r  (rai. on peut associer un générateur Ci au processus. de telle sorte que 

soit ic noyau i n t é p l  d u  semi-groupe esp i -%). Le mouvement brownien correspond 

ni.:s r h u i s  particuliers 1 1.6 1 .  

.A 1 oiir proccsus  de ' I la rko~ faiblement stationnaire r avec espact. des états conrinu ou 

{ii-crct 1 on peut en principe associer une intégraie de chemin i l'aide des formules ! -4.4, 

~i -A.\ 1 .  comme nous l'avons fait dans ia section 1.1.3 pour le mouvement brownien. 



Annexe B 

Formule de Trotter 

Stiiis 4 li;niont roris la formuie de Trotter dans le cas d'opérateurs born6s1 

I! i'atir niont rcr que  

~ - J I I  on d PUS(; C' = esp  i i .-1 - Bi ; n J. D = esp ( -4,  n i csp 1 Bi'n i .  les esponentielles Gtanr 

(i6finic:s par ieurs séries convergentes en norme. Ainsi 

Uc pius  lc (i6wioppernent des esponentielies au  premier ordre en l / n  conduir a 

' La d6rnonstration 5'6tend à une classe d'opérateurs non bornés comprenant ceux qui n o u  intéressent 

ri:tns Ies npplizntions au mouvement brownien e t  à la mécanique quantique [26] .  
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icrnie ii ternie i !'aide de 18.31. iB.4 i et (B.;) on obtient 



Annexe C 

O r 1  tlifert lie w r  I 1.4 l I le changement de variables i .-l-' esistc à catizr de 1 1 .-12 ! i 

( i l :  . I I  -4: m ~ r  des matrices réelles s~,métriques simultanément diagonaiisables. [I  esiste 

A ~ i i c  lirw transformation orthogonale = Oy. de jacobicn égal a 1. qui diagonalise .-1. 

. \ insi  

l dy esp i 7 [ { y .  . - l y ~ )  = / dgj e*p i-i1,4ji 
;-I 



Annexe D 

Càlcul des détIerminants des fl~ct~uations 

et. formule de Van Vleck 

D.1 Calcul des déterminants par la méthode 

de Gelfand-Yaglom 

L i t  prrrriière fitape consiste à montrer que I'intéqale des fluctuations i 1.100'1 esr donnbt. 

i3 il T 

o i i  [JI l .  :,j i e5i ia solution de l'équation différentielle 

git . to j  = O  1 
:i\-cr coiicii tionz initiales 

LA 1-cr~ion discrét isée de i 1.1001 est 
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t > r  hrrnule de \ a n  \,'leck 

0 1 1  p-tii A-rirc  ia formrilc 11.100) sous la formc 

I'oI!:. (.;..l(-iil<.r As.. "n applique la formule d u  développement du déterminant selon Ici 
,. . 
tb:~l:i:crit- dc la Jernièrc l i q e  dc la matrice i :;miQy. C'rla conduit à la iormuie de 

Eri +-xnniinanr !CF matrices Di et Dz.  on voiï que les conditions iniriales pour cet te  équation 

: ' ~ C I ~ T ~ S I  L'e .;ont 

= 2 - p .  *- lu = 1 1 - 1  = O  

t -oniprr  l enu  dci  définitions i D.7). ia relation i D.S J peut se récrire somme 

Pt2iir ilne matrice n x n -1 = ia,; j .  J e t  .4 = El.=! ! - i ;'--'a,; deti mineur de a,, ,. 



.-lrinexe il: Calcul des déterminants des fluctuations 

et forninlede \ i n  \'lecl,- 

On sr sou\-ient que dans la discrétisation (D.4) .  on doit considérer que gk et pi: sont 

P ~ h i s  au temps t c .  c'est-à-dire gc = g( ti, ,i er = I -" i . r , ( i k  J 1.  Par conséquent. ; D. 10 i 

( l ' c j i i  l 'on conciut que la fonction g( t .  to  J définie dans i D.d! satisfait à l'équation différen- 

t irlir D.2 1 .  11 reste a déterminer les conditions initiales en t = t* .  II suit de ( D. i 1 j 

(q 1 1 ( = 

D.2 La  formule de Van Vleck 

0 1 1  I ) C I I ~  i-xhilxr une solution de i D . 2 )  de la façon suivante. La trajectoire classique est 

(iGrcrniinrc par ion poinr de déparr ro = .ri t u !  et son point d'aboutisssement .r = si t 1'. 

( '~~l~ic.it;rc~r~;-I;i pour un moment comme fonction de ta .  so et dc la vitesse initiale co = 

/l.Z'! .* 1 (la* ;=:- . et introduisons 

I'tiiic!;ir <Ia:lne par t  

xi S .  to. .rO. rO)Ir=:a = IO 

c15i  iridépentianr de ï o  et que d'autre pari 

' - ' f '*~r  souci d ~ t  brievettt. nous omettons l'indice " c " .  Dans tout ce qui suit rit! est la solution de i 1.9.3j 

+ ~ u m i s e  xus cond i t i~ns  aux limites i 1.92). 
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r f  formule de I ~ R  \,-lecl; 

la ciliant ité i D. 1-1 j satisfait a 

.Jis.iO.io. cg)J ,,,, = O -  l . l i s . t 0 .  .l s xo. co)l s= .5  = I 

I - r i  ~iiIT6rentiant l'équation du rnou~~ernent (1.93) par rapport à co. on obtient 

, . t b  c!iii riioritrc ai-ec i D. 1; 1 que .I est une solution de i D.2 j avec conditions initiales i D.3 i .  

i . '~ i r i ic i te  (le \a ~olut ion irnpiique 

0!1 .;rit de pl115 en mécaniquc ciassiquc que la dérivée partielle vie l'action Sir. ;O.  t .  t u  1 

pi1r r a p p r t .  au point de départ donne 

I:iriaIcnirnt. i'introduccion de ( D.21 i dans i D.l  I démontre la foïmtiie de l 'an Vleck r 1.104 1 .  

I I  t i < i  Faciic dc 5f: con\-aincre par inspection que la dérivation qui conduit à I D. 1 i. I D.2 i ainsi 

r!iic3 wile prCçentGe ici se généralisent sans changement si le potentiel dépend esplicitement 

[ i i i  t rn ip i :  Ia formule de \.an \*lecli reste donc idab le  pour iin i!-sterne non consen-ntif. 

D 2.1 Relation avec la trajectoire classique 

Si i t l  ;mi entiei c.51 indépendan1 du  temps. on remarque que gi ( t  l = axi t ) i8t est aussi 

;oi ~ i r  ion tic 1 D .:! !. En effet par différentiation de l'équation du moiivement. on n 
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et  formule de 1 an 17eck 

1 -rie seconde solut ion indépendante g2(t j est construite par le théorème du Wronskien qui 

aifirme que 

i 
91 $ 9 2  - Y? ?;a = 1 i D.23 i 

1.a -ulutic>ri séncrale de i D.2) est donc cic la forme 

(!II A h i i  r idement que les conditions initiales ( D . 3 )  imposent c i  = O et Q = gii t u , .  

( - c i  r c tlzprcs.;ion peut être brabiic directement a partir de I D.21 i '271 - . 

'Les Aois  de 13 constante dans Le wronskicn iD.23) et de Ia constante d'intégation dans i D.2.5) sont 

î r t i i t  r a l r t ? ~  
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