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Résumé court

Nons construisons un hamiltonien effectif & partir de l'intégrale de chemin via la méth-
ode Monte-Carlo. Cet hamiltonien décrit les phénomenes physiques dans le domaine de
basse énergic. Nous déterminons le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes de plusieurs
svstemes quantiques. Les résultats obtenus montrent que cette nouvelle approche Monte-
(‘arlo hamiltonienne fonctionne. En meécanique quantique. nous suggérons une expres-
sion analytique de l'intégrale de chemin en introduisant une action quantique avec des
parametres renormalisés. Nous présentons des résultats numériques pour quelques poten-
tiels locaux. Cette action quantique offre la possibilité de comparer 1'évolution classique
ot quantique et permet de quantifier les instantons classiques et éventuellement le chaos
classique. Nous investiguons la QCD sur un réseau bidimensionnel en utilisant une ver-
ston ameliorée des fermions de Wilson. Nous montrons que la théoric améliorée conduit
a une reducrion significative des erreurs dues a la valeur finie du pas du réseau. Nous
caienlons le condensat chiral et la masse de 'état lié quark-antiquark. Nous aboutissons
& une bonne concordance entre nos résultats numériques et les résultats analvtiques du

modele dans le continu.



Résumé

Dans cette these. nous développons une approche non-perturbative pour decrire des sys-
temes physiques complexes. Les difficultés de la méthode Monte-Carlo lagrangienne sont
la détermination des fonctions d'ondes d'un svsteme quantique et 'énergie des états ex-
cites. lei nous proposons une nouvelle méthode Monte-Carlo hamiltonienne pour calculer
le spectre d’energie et également les fonctions d'onde. Nous construisons un hamiltonien
effectif avant moins de degrés de liberté que ['hamiltonien original et décrivant la physique
e basse energie. Dans cette approche. nous nous inspirons formellement des transfor-
mations du groupe de renormalisation consistant a construire une suite d'hamiltoniens
aui tous decrivent la méme physique de basse énergie mais dans lesquels la physique de
haute énergie est progressivement éliminée. Nous étudions plusieurs systemes décrits par
le mécanique quantique en déterminant le spectre d’énergie ct les fonctions d'onde par
diagonalisation de 'hamiltonien effectif. En mécanique quantique. nous suggérons une
supression analvtique de l'intégrale de chemin en introduisant une action renormalisée.
Les difficultés de la comparaison d'un comportement classique et quantique d'un systeme
resident dans les différences des structures du langage mathématique qui leur corrrespon-
dent. lin mécanigue quantique. le principe d'incertitude inderdit la connaissance a la fois
de la position et de {'impulsion et pose un probleme au niveau de la description quan-
tigne dun svsteme classique chaotique et de la quantification d’un instanton classique.
Le tormalisme de l'action quantique offre la possibilité de comparer }'évolution classique
et quantique d 'in systeme. Nous déterminons numériquement |'action quantique dans le
cas Jdu potentiel quartique et nous montrons comment un terme quadratique absent dans
["action classique est généré dans l'action quantique. L'instanton classique est une solu-
rion de ["équation du mouvement classique d'une particule en présence d'un double puits
«e potentiel inverse. Nous proposons une expression de son analogue quantique en solu-
tionnant ['#quation du mouvement dérivée a partir de ['action quantique. Une proposition

d'une nouvelle méthode de quantification du chaos classique est donnée. La formulation



de la QCD sur un réseau espace-temps est une régularisation non perturbative de cette
theorie. Les calculs sur le réseau sont sujets a plusieurs types d’erreurs. Nous étudions la
QCD sur un réseau espace-temps bidimensionnel en utilisant une formulation hamiltoni-
enne. A aide d'un algorithme ameélioré de discrétisation. nous réussissons a réduire les

erreurs dues au réseau dans le calcul des observables physiques.

On peut distinguer deux directions principales dans ce travail doctoral. La pre-
miere direction concerne la mécanique quantique ol deux contributions originales sont
apportees. La premiere contribution est la construction d’un hamiltonien effectif a par-
tir de la méthode Monte-Carlo. La diagonalisation de cet hamiltonien donne le specrre
J'eénergie et les fonctions d'onde des sytémes quantiques. La deuxieme contribution est
le construction d'une action renormalisée contenant toute l'information quantique. Cette
action renormalisée a la méme striucture que l'action classique mais elle differe de cette
drrnjere par une renormalisation de |'énergie cinétique et ['énergie potentielle. Sous forme
e conjecture nous éetablissons une expression analyvtique de I'amplitude de transition
~n mecanique quantique en fonction de ['action renormalisée. Nous donnons un argument
numerique en faveur de la validité de notre conjecture. En déterminant numériquement
l'artion renoramlisee. nous pouvons comparer 1'évolution classique et quantique d'un sys-
teme el ouvrons ainst une nouvelle voie d'interprétation en meécanique quantique. La
deuxieme direction concerne la théorie des champs quantiques sur un réseau espace-temps.
plus particulierement. la QCD. Le travail original accompli ici. est de démontrer ['utilité
des algorithmes ameéliorés de discrétisation. En étudiant la QCD sur un réseau bidimen-
stonnel. nous montrons que 'emploi d'une version améliorée des fermions sur le réseau
permet effectivement de reduire les erreurs dues a la discrétisation sans diminuer le pas

Gu reseau.

Le dénominateur commun de cette recherche de doctorat est ['estimation des effets
quantiques par une methode numérique que nous pouvons qualifier de méthode non-

perturbative.

1
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Introduction générale

La formuiation de I'intégrale de chemin de Fevnman [3! fournit une approche qui permet
de resondre les problemes en mécanique quantique. Elle constitue une approche alterna-
tive aux méthodes canoniques de Heisenberg et Schrédinger. La méthode de Fevnman. en
imipliquant la connaissance de 'action classique. est plus intuitive et offre plus d’avantages
aue i meéthode canonique basée sur 'hamiltonien. Cette méthode s'avere plus approoriee
ponr une quantification covariante (préservant aussi bien l'invariance relativiste que la lo-
calite de {'espace-terups) des théories des champs. Le concept central dans "approche de

Fevnman est le propagateur quantique contenant toute l'information sur le systeme. [l

et interprété comme la fonction de Green de 'équation de Schrédinger. Etant donne
que e propagateur est la somme des contributions de tous les chemins. le principe de
snperposition apparail explicitement dans cette formulation. La méthode de |'intégraie
e chemin fournit un nouveau point de vue sur le probleme. et de la. perme: de sug-
serer des approximations qu'il ne serait pas aisé de formuler autrement. La principale
«'entre elles est celle de la phase stationnaire ou méthode du coi ide Laplace). Un autre
avantage est qu'elle permet de générer simplement le calcul de perturbation. A 1'aide des
dingrammes de Fevnman. chaque terme de la série des perturbations a une interpréta-
rion phvsique. Le concept du propagateur et les diagrammes de Fevnman qui lui sont
associes sont des éléements indispensables dans 'exploration de la dvnamique perturbative
«es interactions fondamentales décrites par la théorie des champs quantiques. L'intégrale

de chemin permet de traiter des situations ou il v a des effets topologiques ientrelacem-



ent des macromolécules [27]. effet Bohm-Aharonov [30. 3]}. Ces avantages ne se révelent
pleinement que dans les situations plus complexes qu'on rencontre en théorie des champs

et en mecanique statistique.

Malgré la formulation intuitive des intégrales de chemin de Fevnman. leur potentialité
{"appiication er leur importance physique. des difficultés analvtiques leurs sont associées.
La similarite entre [intégrale de Fevnman et |'intégrale de Wiener est formelle. Si cette
derniere a un statut mathématique bien défini. 'intégrale de Fevnman est en revanche
tormelle a cause de la difficulté de sa construction a partir d une mesure positive et bornée.
Le fundement mathématique des intégrales de chemin est discuté dans ['excellent ouvrage

sur fa physique quantique de Glimm et Jaffe 4.

L'¢valuation exacte des intégrales de chemin est extréemement difficile lorsqu’elles
<ont appliqueées a des problemes en mécanique quantique et en théorie des champs. Une
methode approximative de leur évaluation est le calcul perturbatif traditionnel dont la
base est [e développement du propagateur en série de puissance de |'interaction contenant
i couplage. Le développement perturbatif est permis lorsque le couplage est faible. Par
contre. lorsque le couplage est fort. les méthodes pertubatives ne sont pas applicables.
Dans ce cas. on dit que la dvnamique est non-perturbative. Plusicurs variétés tres riches
de phénomenes physiques ont un aspect non-pertubatif. Dans le contexte de la mécanique
cuantique ou de la théorie des champs. la description des états liés exige une approche
non-pertubative. L'aspect non-pertubatif de la dvnamique des théories de jauge non-
abelicnnes est d'un extréme intérét physique. Un exemple important des théories de
jauge non-abéliennes est la chromodynamique quantique. Cette théorie fait ['objet d'un
examen intense depuis ces deux dernieres décennies et reste mystérieuse et fascinante.
L'interaction dans ia QCD devient forte a large distance. L’aspect délicat dans cette
tnéorie est que les degrés de liberté apparaissant dans le lagrangien ivariables micro-
scoplques: quarks coloreés et gluonsi ne sont pas les degrés de liberté que nous observons

comme €tats physiques asymptotiques {variables macroscopiques: hadrons non colorés).



La couleur est confinée d'une maniere permanente. La dvnamique derriere ce phénomenc
est non-perturbative. Le confinement de la couleur existe dans la chromodynamique quan-
tique pure ne contenant pas de quarks. Si on ajoute des quarks de masse nulle. une autre
surprise se produit. La symétrie chirale du lagrangien classique est brisée par les ampli-
rudes de transitions physiques. [l s’agit d un phénomene non-linéaire mettant en jeu une

dvnamique non-perturbative.

Le theme central de ce travail de these porte sur la question des aspects phyvsiques
non-perturbatifs en mécanique quantique et en théorie des champs. Il vise a élaborer une
approche pour les décrire. L'approche non-perturbative que nous avons adoptée est le

caleul numerique.

Dans la partie concernant la mécanique quantique. étant donné le nombre extréme-
ment cleve de degres de liberte nous avons construit un hamiltonien etfectif en appliquant
une meéthode numeérique de type Monte-Carlo [11. 12, 13. 14,. Cet hamiltonien effectif. une
lols diagonalisé. nous a fourni non seulement le specire a basse énergie des svstemes quan-
riques considérés mals également les fonctions d'ondes. La construction de |'hamiltonien
etfecrii a ere réalisée grace a l'évaluation de l'intégrale de chemin. L’avantage de cette
methode Monte-Carlo hamiltonienne est qu’elle permet de déterminer a la fois le spec-
tre d'énergie 1contenant l'état fondamental plus quelques etats excites) et les fonctions
'ondes. contrairement a la méthode standard Monte-Carlo lagrangienne qui ne permet
de determiner que ['énergie de ['état fondamental et éventuellement la fonction d’onde qui

['11 est associée si cette derniere est positive (n'admettant pas de noeuds).

Nous nous sommes ensuite penchés sur la question fondamentale de la sommabil-
iré des chemins intervenant dans |'expression semi-classique du propagateur {36. 33:. Si
i lagrangien est au moins quadratique. l'expression semi-classique est exacte. Elle fait
intervenir un seul chemin classique et dépend d'un facteur de normalisation et d’action
classique. Nous avons genéralisé ce résultat dans le cas d 'un potentiel local quelconque en

prenant a la place de l'action classique une nouvelle action que nous avons appelée ['action



quanrtique ou |'action renormalisée. Nous avons formulé cette généralisation sous la forme
d'une conjecture {16]. L'action quantique que nous suggérons contient toute l'information
gquantique et a la méme structure que l'action classique mais avec des parametres modifiés
(masse. parametres du potentiel). Elle differe de l'action classique par une renormaliisa-
tion de ['énergie cinétique et de !'énergie potentielle. Cette action quantique offre une
possibilite de comparer ['évolution quantique avec I'évolution classique d'un svsteme et
permettra éventuellement de quantifier des problemes classiques comme le chaos ou les
mmstantons ‘17 . Nous n'avons pas de preuves analytiques de la conjecture. mais nous don-
nons nn argument numerique en sa faveur. L'approche non perturbative dans la deuxieme

partie de ce travail est justement la détermination numerique de |'action quantique.

[.a partic concernant la théorie des champs quantiques a été consacrée a la QCD.
Cirace & la liberté asymptotique de la QCD. un calcul perturbatif peut étre appliqué pour
calculer les observables physiques a haute énergie correspondant au régime de couplage
faible. La confirmation que la QCD rend compte du phénomene de confinement de la
coitleur ou des quarks ne peut étre obtenue que par un traitement non-perturbatif de cette
theorte. etant donne que le confinement est une conséquence de la dynamique des quarks a
basse énergie correspondant au régime de couplage fort. La formulation de la QCD sur un
reseau espace-temps par Wilson [63] a ouvert les portes pour le traitement des phénomenes
non-periurbatifs par des méthodes numeériques. La QCD sur un réseau espace-temps peut
ctre simulée par ordinateur en appliquant les méthodes analogues a celles qu'on utilise
en mécanigue statistique. Les méthodes stochastiques de tvpe Monte-Carlo permettent
d’évajuer [es amplitudes de transitions ou les fonctions a n points mais induisent deux
rvpes derreurs: les erreurs statistiques et les erreurs dues a la discrétisation. Pour que les
calculs sur le réscau solent fiables. il est important de comprendre l'origine des erreurs. de
les dérerminer et finalement d’estimer leur influence sur les observables physiques calculées

numeriquement.

Le réseau est une régularisation ultraviolette de la QCD. Le quadri-vecteur d'énergie-



impulsion est restreint au domaine | P} < 1/a. L'action sur le réseau est définie avec une
coupure ultraviolette a. Les grandeurs physiques calculées sur le réseau sont sensibles
aux effets de cette coupure. L’algorithme amélioré de discrétisation permet de réduire les
etfers de cette coupure. Autrement dit. elle permet de réduire la violation d'invariance
d’eéchelle et garantit une convergence rapide vers la limite du continu. Le but ultime
de ces algorithmes améliorés est de minimiser les erreurs dues a la discrétisation sans
diminuer le pas dn réseau pour que le prix des simulations Monte-Carlo ne soit pas trop
counreux N4 Ces algorithmes améliorés sont fondés sur la liberté du choix de 'action
nue on 'hamiltonien nu décrivant la théorie discrétisée. En ce qui nous concerne. nous
avous étudié la QCD en deux dimensions ou encore le modele de "t Hooft [74. 73]. Plus
précisement. nous avons investigue la version discrete de ce modeéle en appliquant une
approciie hamiitonienne (19. 20{. Dans cette formulation. le temps est traité comme une
variable continue. mais ['espace est discrétisé. Nous avons utilisé un hamiltonien améliore

proposc par Luo et ai. [107%.

La these est organisée comme suit: au premier chapitre. nous donnons une introduc-
tion generale a I'intégrale de chemin. Les notions de base comme le propagateur quantique
=1 <es proprietes. les outils nécessaires. ainsi que les idées qui ont conduit a ['élaboration
de cette approche sont décrites progressivement. L'accent est mis sur les applications de
Uinteéerale de chemin en mécanique quantique. Le lien formel entre |'intégrale de Wiener
et Uintegrale de Fevnman est discuté. L'application de l'approximation de la phase sta-
tionnaire ou la méthode du col a l'évaluation du propagateur quantique est décrite dans
i cas des svstemes a un degré de liberté. A la fin du chapitre. nous discutons brievement

'adaprarion de l'integrale de chemin a la représentation de la mécanique statistique.

Au chapitre 2. nous donnons les motivations et la description de la construction d'un
namilionien effectif a partir d'une action donnée via la méthode Monte-Carlo. Cet hamil-
tonten effectif décrit les phénomenes physiques a basse énergie. Aprés avoir testé cet

hamilionien en calculant le spectre d’énergie. les fonctions d’ondes et les observables ther-



modynamiqnes dans les cas du systeme libre et de |'oscillateur harmonique. nous montrons
que ia méthode fonctionne également dans le cas d'autres potentiels locaux. Deux bases
differentes de l'espace d'Hilbert ot I'hamiltonien effectif agit ont été utilisées. a savoir une

base réculiere et une base stochastique.

Au deébut du chapitre 3. nous dérivons I'expression semi-classique du propagateur quan-
tique. Cetre forme semi-classique est exacte dans le cas des hamiltoniens quadratiques.
A partir de ce résultat. nous établissons une conjecture postulant une forme similaire
ail propagateur quantique dans le cas d'un hamiltonien genéral en introduisant la notion
d’artion renormalisée ou action quantique. Nous faisons une comparaison de notre action
quantigne avec |'action effective donnée par la transformée de Legendre de la fonction-
nelie eénératrice des fonctions de Green connexes. L'expansion perturbative a l'ordre
«'une boucle du potentiel effectif est établie. Ensuite. nous confirmons notre conjecture
@ Laide du calcul numdérique. A laide de !oscillateur harmonique ou ['action gquantique
cotncide avece ["action classique. nous faisons un test de ['algorithme que nous avons adapté
pour «eterminer 'action quantique. Nous comparons nos résultats numeriques avec les
predictions de la théorie des pertubations en étudiant le potentiel anharmonique. Nous
passons ensuite au potentiel quartique ol nous montrons comment un terme quadratique
absent dans 'action classique est génére dans ['action quantique. Nous procedons ensuite
a I'etide du double puits de potentiel ou une proposition de la quantification de |'instanton
classique est donnée. A la fin du chapitre. nous discutons de la possibilité de généraliser
notre approche a des systemes ayvant plus d'un degre de liberté et de son adaptation a la

auantification d'un svsteme classique ayant un comportement chaotique.

Le dernier chapitre est consacré a la QCD sur un réseau espace-temps. [nc descrip-
tion de la QCD sur réseau est donnée. Nous présentons la maniere de discrétiser cette
théorie et les problemes poses par le réseau comme le dédoublement des fermions. la vi-
otation d'invariance d’échelle et la limite du continu. Nous discutons les solutions a ces

nroblemes. Nous entamons ensuite l'étude de la QCD sur un réseau bidimensionnel en



utilisant un hamiltonien amélioré. Apres une exposition de la méthode de diagonalisa-
rion de 'hamiltonien. nous montrons comment les résultats numériques du spectre de
masse de ce modele et le condensat chiral peuvent étre améliorés. Enfin. dans la conclu-
sion générale. nous donnons un apercu de nos perspectives futures sur |'extension de nos

iravaux.



Chapitre 1

Introduction a l'intégrale fonctionnelle

Mais o est dans les mathématiques que réside le principe createur. En ce sens. je tiens donc

pour vraie Pidée que la pensée pure puisse saisir la réalité. ainsi que les Anciens I'imaginaient.

ALBERT EINSTEIN

Danx ce chapitre. nous donnons une introduction générale a l'intégrale de chemin. 'accent

¢tant mis sur ses applications en mécanique quantique.

1.1 Particule brownienne et intégrale de Wiener

1.1.1 Mouvement brownien et diffusicn

[listoriquement. la théorie du mouvement brownien. pour des raisons tres naturelles. a
coneuit a considérer les premieres intégrales de chemin. Rappelons que les observations

e R Brown ren 1328-29. ainsi que celles d'autres précurseurs des le XVI[-eme siecle

(7 4]
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L sur le comportement de petites particules en suspension montrent que celles-ci sont

animees d un mouvement treés erratique aux propriétés surprenantes. parmi lesquelles:

vi+ la lrajectoire est si irréguliere qu'il apparait impossible de définir ses tangentes.
1111 les mouvements de deux particules browniennes ne sont pas corrélés.

‘111 le mouvement ne cesse jamais.

Dans un siecle dominé par la mécanique de Newton. le point 11/ iimpossibilié d asso-
cier une vitesse a la particule brownienne) pose un probleme tout a fait nouvecau. Le
point de vite qui se révele fructueux pour I'étude d'un tel mouvement est celui d'Einstein
+1905, 2. Einstein abandonne la vision mécanique au profit d'une description purement
probabiliste. Pour illustrer ce point de vue. considérons une particule qui peut occuper
fes sites n A n = (J.=l.=2....1 d'un réseau a une dimension. Nous admettons qu'a
chaaque temps £z 0k = 1.2.3. ... elle saute avec une probabilité 1,2 sur un site adjacent &
gauche on a droite 1marche aléatoire symétrique a une dimension). Si ptn. kz) désigne
la probabilité de trouver la particule sur le site n.\ au temps kz. nous avons évidemment

Uequation de récurrence
S oo .
p(n.A.(k—-— liz) = Ep(ln — 1A k) - E}JI!R — DA ks 1l

aui est identique a

podok = hizo=pinAksy A plin = LA ksy = 2p(n N kzy + plin — 11\ ke
z T Az
i1.2)

Dans la iimite du continu A — 0. : — 0 avec les quantités r = nA. 7 =kz. D =

2~ fixées. on voit de 1.2} que la distribution limite

plr.7) = l_im pinA\. ks 1.3
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obéit a I'equation différentielle

Pl

dz?

d
—plzr.7)=D

5, pir.7) (1.4

("est I'équation de la diffusion de la chaleur et D est la constante de diffusion. La

<olution de 1.4 qui satisfait a la condition initiale

lim p(z.7) = d{r — 1qi i1.5)
[N ,
! Ar ool > 1.6
MILTIG T = exp i — - Lot
: v ATT = ) »ID(T—TUJ‘

ot prr. T oy Thidr représente la probabilité conditionnelle de trouver la particule browni-
enne entre r et r — dr au temps 7. sachant qu'elle se trouvait en ry au temps 7. Cette
auantite. qui jonera un role fondamental par la suite. est qualifiée par différentes termi-

nologies <eiou e point de vue adopte:

- Sion considere la trajectoire ri 71 d une particule brownienne comme une réalisation
un proressus stochastique markovien. pir. wirg. 7o) est la probabilité de transition entre

fes Stats £, ot r dans le temps 17 — ) L

- Du point de vue des equations différentielles. pir.'zq. 71 est appelée solution

fondamenrale de ["éguation (1.4).

- 1'ne notation qui permettra de fructueuses analogies avec le formalisme quantique
cst décrire la relation lineaire entre les densités de probabilité pir. ) = p-irietpir.m =

n-troosous iz forme :

p-ir) = {loim. 70))p-yi ). Lolmg.m0) =1 1.7

L'opérateur linéaire [ i m. 79} agit sur I'espace des densités de probabilite et peut étre

appelé propagateur de la particule brownienne. Si nous notons Hy l'opérateur différentiel

- Pour quelques notions concernant les proccessus stochastiques. voir Annexe A.
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o
a=~z{r)

qui agit sur les fonctions =(r) comme ( Ho)(r) = = D==7. il est clair que I'équation de

diffusion + L.} s'écrit;

d . .
5_‘_‘(01. TQ)——H()L()(T 70} [0[10 ol =1 1.8
i
avec solurion
Uolm. ) = e~ falr-mol T > 1.9
Alnsi on peut voir pir. Tizrg. 7y) comme le novau intégral de {Hi . 79) qu’on écrit sous
ia forme
plr. iy o) =< rie Hammhipg S 110y

en adoptant la notation de Dirac. Notons la relation
/ dr\plr.=ir . 7 )plr . 7 [To. To) = plI.T|Ty. To). 2T > T L

qui peit otre explicitement verifiée a partir de (1.6, Utilisant la notation «1.101. elle est
canivalente a

e~ Hrm=m) g =Hatm—r) _ —Hotr—mo) (112

Dans le langage des processus stochastiques. «1.11) est 'équation de Chapman-Kol-

mogorov. qui est identique ici a la loi de semi-groupe 11.12} pour les propagateurs.

1.1.2 Distribution des chemins browniens

Comme la trajectoire ri~) de la particule brownienne est aléatoire. il est pertinent de
poser la question sulvante: comment définir la probabilité d'un chemin et calcuier la

valenr movenne d une fonctionnelle F(ri.])" sur les chemins browniens 7
Nous commengons par définir la probabilite jointe

I -T-C« 3 (L1771 eeee INTN 'd'rl ...dl‘.\'

-La notation indique que F dépend du chemirn {zic¢). 7 < ¢ < =} dans son ensemble.
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qu'un chemnin { partant de rq en 7q) passe entre r; et r;+dzr; en 7. Iy et Ta+dryen m. ...
ryv et ryv~—dry en 7yv. Pour ceci. nous faisons l'hvpothese que les déplacements successifs
de la particule ) — rg. I3 — Iy. .... Ix — Ty sont des variables aléatoires indépendantes

e qui équivaut a ['hypothese que le processus jouit de la propriété de Markov). Ainsi

Wt o 7y Ty )dT . dry =

PIIN TN IIN o1 T =) Lo PUE 2. T2l Ty PU T T | ToTo ddTy .. dr y (113
[n intégrant sur dry...dry. 1l est clair d’apres (1.6) que ces probabilités sont bien
normalisees a 1.

A aide de 1 1.131. nous pouvons déja calculer les valeurs movennes de certaines
fonrctionnelles Firt.); qui ne dépendent du chemin ri.1 que par 'entremise d un nombre

fint «de remps. o'est-a-dire

Firoooy= Flrim ). otim) . rimy)h.

IA
A
-y

~

.

-l
IA
-

0

Notant la valeur movenne de F par |_

T

. dWi'p F . nous avons

/ dWpF = / dry..dexW_ o7 oovmv Flro oy i1.13

VERLs:

[.e poids de probabilité associé aux chemins browniens définis par i1.13) et 11.15

s‘appelle mesure de Wiener.

[l est souvent utile de considérer la mesure de Wiener conditionnelle ou le point

’aboutissement des chemins en ri+i = r. = 27y est specifie. définle par:

/ dH'DF—_-/d.rl._.d.pyl'i':,m(IITI.....z,\-.—'\-..rrlF(Il.....r.\-l i1.169

JIoLT

Notons que la mesure de Wiener conditionnelle n'est pas normalisée a | mais

/ | dWW'p = pir. 7{xe. o1 (.10
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ot on a la relation

/ deF:/dI/ AW F (118

Dans 1 1.15) ou (1.161. le calcul d'une valeur movenne se réduit a celui d'une intégrale

multipie.

I'n cas important est celui des valeurs movennes des moments
I(T)Z(Ta) Ty ). k=1.2...

it processus. Supposons par simplicité que les chemins débutent en z, = 0 au temps

=, = ). nous trouvons pour les deux premiers moments de la mesure de Wiener

j dWprim) :/dr[ptxl.r,|0.0)rl =9 (1.19:

etponr 02 7 <7y

/ dWpriririm) = /«Irlzirgpir-_».,—mrl.rl;p(Il.rli0.0‘irlrl i 1.200

<en

i

/drlplrl.ﬁlﬂ.ﬁl.rfzﬂDrl (1.2

En géneral

)

cem )

L)

v
o
—

DREIY

/ dWprimrim) =2D mint 7. 7). T T

[.es moments d’ordre supérieur seront considérés en relation avec la theorie des

fesires gaussiennes.

[l est nécessaire de savoir également calculer la valeur movenne de fonctionnelles
Fvv o plus générales qui dépendent du chemin rio} pour tous les 7. 7y < ¢ < ~. comme
dans 'exemple du mouvement brownien avec absorption qui est donné dans la section

<uivante.
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1.1.3 Mouvement brownien avec absorption et formule de

Feynman-Kac

snupposons que la particule ai. la probabilité par unité de temps Q > 0 d’étre absorbée

au point r. Divisons Uintervalle = — 7 en .\' + 1 sous-intervalles de longueur z = == et
DOSONs
=Tk A=01..0N r=7vy (1.23,

l.a probabilité que la particule ne soit pas absorbéc le long d'une trajectoire rio.

.-lIlT;-)l) 11.24,
= exp(—] da..(.r!rf))) 11,251

Ainsi. la probabilité patr. =izy. 7y} de trouver la particule en r au temps = est

/' dli'Dexp(—/ daQ(.rlo’;'u) 11,26

N
lim dWpexp (—fZQfl‘(Tk))> (1.270

£—eC
~=0

- L < 7. est egale a

-

1l
c

== N

A .
lim H[L —=Urimyil = \lim exp (_._-

1N

pol . Tirg. o)

Z5.70

Pour calculer pgi.r.|re.7) on doit en principe recourir a I'approximation discrete

1240 et dabord calculer le second membre de 1.27% pour NV fini. selon la définition

cr e
Le poids de probabiliteé attaché a la subdivision 11.23) est alors

PIL.TITN. TN L Pl Ta{ L T )P L. 120 To)dLy...dTy =
: W Na] N N :
( L )‘\ 1Hd : ) 1.28)
——— I €Xp -——._‘i,.l';c_l — Tl (I,
v 470: se=1 4D: r={}

i permet de calculer le second membre de (1.27) avant le passage a la limite = — 0.
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On adoptera pour cette limite la notation formelle suivante tres suggestive. Or
considere que ry = ri7) sont les coordonnées d un certain chemin r{7) de telle sorte que

V12N devient

1 N+l N 1 A )
(7)) Mmoo (g2 mm -] ~
.\,/-- z b z

x=1 c=

- Lo [T, (drior)’
~dir(.)jexp| —— do*( xta)) . =0 1129

ot on ecrit £1.271 sous la forme

Puiag [- b I d ‘ } 2 ‘
PotT. T T 2/%_,3 d'r(.1)exp L— [q do E( Id: ) ~Qizio (130

d

Dans «1.29. 11.30) le svmbole diri.)] signifie qu'il faut effectuer les \" intégraies sur
, , — N ne .
day..dry avee le facteur de normalisation ‘ﬁ}-ﬂd-" . dans 11.28) et prendre la limite
s — (). Les extremités des chemins sont fixées en ry et r.

C'omment calculer (1.30) en pratique 7 Dans le cas ou Qri.}v = 0. nous avons
~videmment le fait que 'intégrale 11.30) est égale a la probabilite de transition brownienne

.51, Dans le cas géneéral. le résultat est donné par la formule de Fevnman-Kac qui affirme

aue Uintéerale 11.30) est donnée par la solution de ['équation différentielle 1. 3. 3

d , J° ‘
PIASEE Tirg. 7o) = Dgx—zp( I.Tire. 7o) — QUI)paII. Tizrg. o) (1.31:
avec
lim pa\r.7izg. 7o) = 0lr —Igl. T 2> i11.32)

-—7

Pour le voir. nous écrivons explicitement. pour .\ fini.

‘.- .\'
/ ditpexp | -z > Qi | =

I x=0

r

= / dry..drx < rie

v

~Heel —Qlzx)e

lrv > € —Hos

Iy > €

Qlryaye

< Iry|€

c< e esip > e BE oo ppemhripg 5 e Rde i1.33)
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= / dri..dryx < rle™ ez s< oy le"Hote=lp | >

—H¢: gre—ﬂs

. < Igiﬁ E—Qsll‘[ >< l‘lié-H IIQ > (1.34}

—Hoe —QeyN*E1, -
=< (e M=) T > (1.35]

La ligne i 1.33} resulte des définitions (voir (1.16)) ot 'on a utilisé la notation opéra-
tortelle 1 1.91. Pour éerire (1.34]. nous concevons ! comme un opérateur de multiplication:

o = At iexpl—zQs)j(r) = expl—zQ(r))z(rt et {1.27) devient

) ‘ " Hy(+ — 7] Qir — 1\ \
Do . T, To) = \h_r.n" < .l‘](exp (—-0\—_1-0—)> exp (—\—_f-)) irqg > {1.36;

La valeur de cette limite est donnée par la formule de Trotter. qui affirme pour une

paire d'operatenrs 4 et B (qui ne commutent pas en général; que

\Lim (expt A/N1expt B/N 1Y = expt A = B) i1.37

Une démonstration dans le cas simple ou 4 et B sont des opérateurs bornés est

donnee dans |"Annexe B. L application de cette formule a i 1.36) donne
Do r.Tirg. Tyl =< rlexpl—(Hg = Q)7 = 7o) ihrg >=< rllim.g)lxg > i1.38
oit on introduit le nouveau propagateur
< riltr.m)lzg >=expt—H(r — 7). H=H;+9Q (1.39;
correspondant a l'équation différentielle

i J?
—-}—-pm I.TIrg.Ty) = D——ptr irg. 7o) — QT )pa1 . Tirg. T V1400
(

L'integrale fonctionnelle (1.301 est donc égale au novau intégral du propagateur 11.39:
o1 encore a la solution de 'équation (1.40).

L'importance de la formule de Fevnman-Kac tient au fait qu'elle réduit le calcul

«'une intégrale fonctionnelle du type (1.30) a la recherche d'une solution d'une eéquation
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différentielle partielle. Dans le cas ou la fonctionnelle dont on veut calculer la valeur
movenne n'est pas de la forme (1.25). il faut recourir a la théorie générale des intégrales

fonctionnelles gaussiennes et de leurs perturbations.

1.2 Intégrales gaussiennes

1.2.1 Variables aléatoires gaussiennes

['ne intégrale gaussienne avec nombre fini n de variables est de la forme

ltd.a) = /drl...dznexp(— L‘l‘ AL, — Yar)

| .
= /drcxp (—;lr.;lrl—-ta.rl) (1.4l

Dans 11411, 4 = {,,} est une matrice n x n complexe symeétrique 1.4, 1. avant n

IJIr-—

valeurs propres A, 1qui peuvent étre complexes) satisfaisant

RC/\,‘ 2 0 z\,’ -

i
=
I
=

LA

et = {a,} est un vecteur (dont les composantes peuvent étre complexes): le produit

v o est defing par?

ia.r| = S a;r, i1
P
=1

Lintegrale 11.41) a la vaieur (Annexe C)
v/ ~1/2 l -1
[(A.a)y=127)" (detd)” "exp | Sla. AT a) (1

ot 471 est 'inverse de la matrice A4 iqui existe sous la condition (1.42}).

“Notons que ce produit ne fait pas intervenir de conjugués complexes.
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Dans le cas ou 4 est une matrice symétrique réelle strictement positive. ¢'est-a-dire
que ses valeurs propres A, sont réelles avec A; > 0.1 = 1.....n. on définit une densité de

probabilité de movenne nulle par?

Pir) = ————exp

ifdet:t}[’/2
n/

t
—;(I.AIJ) (145

Nous noterons les valeurs moyvennes correspondantes par

:th‘::/drPlrrFirl (146,

La distribution gaussienne (1.43) peut étre caractérisée par sa fonction genératrice

expra.r) qui. selon (144 a la forme®

: l
rexpla..r) = exp {;[u. .-l“arl I

De la relation 1 1.47). on peut calculer par différentiation les moments de Piri

Iy = ‘expia.z))i =0 11N

‘ aak a=0
a d
To L) = —expla.on| = AT 149
akl ak: v2=Q )

La relation 11.49) est importante: elle montre que la covariance de la mesure gaussi-

.

enne, by kyr = "1y i, est donnée par les éléments de matrice de A™!
C‘(‘lx‘]_.llfg} = |..‘l_lj;‘_"-h = lk]_}_'i*“:kgi 11.501
La propriété fondamentale d'une distribution gaussienne est que tous ses moments

o "ordre supérieur sont entierement donnés par ceux d'ordre 2 ic'est-a-dire sa covariance.

(e resnitat est connu. dans son application en mécanique quantique et en théoric des

*3i [a movenne de r n’est pas nulle. on remplace r par r— < r > dans (1.45).

*Dans le cas @ = ik, k réel. (1.47) est la transformée de Fourier de Pir).
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champs. sous le nom du théoréme de Wick. Les moments d'ordre supérieur impairs sont

nuls et ceux d’ordre pair valent

ad d 0 1 1 | -
T Ligeeliy) = ——.. exp -3((1. A7 a ) (L.31)
Qi; Q. Qi - la=0
= Z fz;:pl.r;:mf,...t"r;‘.pn_:r;,.p"‘, {1.52)
pawres

l.a somme s'étend sur toutes les (2n — )P = 1.3...12n — 1) facon de grouper les indices

#y.... ke en n /2 paires. par exemple

L Tie L Ty = gy Tig T kea Tiey )~ Lkey Tiey T ag Thoyy — Tie Tioy ; Lin Lis ) i1.33

1.2.2 Champs gaussiens

Dans beaucoup de situations. nous aurons un ensemble de fonctions (ou champsi (1 ol
» appartient a 2% et des fonctionnelles de ces champs Fi,). Par F{). nous entendons

nne application définie sur 'espace de ces fonctions a valeur complexe. par exemple
= 1
Fizi= y‘ - dri..droFoir . ra)gtrpna2try) t1.a4
—n!

o Fooryr. sont des fonctions données. symétriques sous ['échange des arguments

[.a dérivee de F dans “la direction” de v est définie par

. Flo+zuer—Fie
D.Fiz) =lim —< h al

c—0 B

Pour calculer la dérivée d'une fonctionnelle de type i 1.54). il suffit de savoir dériver
tous les monomes siryr...2(r.i. Il suit de (1.331 que
D.tg2iry o atra)) = virgj.glrp)—

el R BLAE SRS N B SR T R IUNC§ SRR AL § o (1.361

7

" Une fonctionnelle peut aussi dépendre des dérivées de z(r). par exemple F{z(.}) = [ dri 7 ;l‘w'y|2.

maix nois ne considérons pas ce cas dans cette section.
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On considere fréquemment le cas o vir j = é.(r ) = &ir — r). qui conduit &

D_-', f-,JlrlD...,:{rn)) = 6["1 — r]{;(r‘lJ---;IT'n)-.‘-

Hi2lr)8ra =l Strp) = 2iry)o.gira_ )(r, —r) (1.57
a1 on note alors D;, = m avec
dplry o .
—_— =4{r —ri (1,338,
os(r)

On voit que la collection de variables {z(r)}. se présente comme un ensemble de vari-
ables indeépendantes et que le symbole —— a toutes les propriétés usuelles de 'opération

Ja(r

de dérivation. On trouve

.
) 1
—Fi) = E ;;/ dryodroFpcirory o raisiri e slra (1.59)

AT -

Nous délinissons maintenant une movenne gaussienne. notée * £ . d'une fonctionnelle
[+ =i Pour ce faire. nous nous donnous un operateur linéaire .{ strictement positif qui

agit =ur iespace des champs & et définissons la distribution gaussienne a 'aide de sa

fonction generatrice en geneéralisant (1.47) a

M.
exp(f.£1) =exp I-;i.f.:\'lf)] 1,601

ol firoest également une fonction sur R” et

1f.;_7=/drf(r),:(r| (1.61

[.a formule 1 1.60} permet en principe de calculer la moyvenne :...; dans le sens ou tous
les moments sont donnés en terme de la covariance C'(ry.ra) = [2(ry)2ira); et on peut

reproduire toutes les relations (1.491-1.52) en faisant agir la dérivée fonctionnelle ——

<ur + 1.n0+ (1'indice &k est remplacé par la variable continue ri. Ainsi

) .
sirt = ——'explf. 2N 11.62)
S i ptLf.s i

) P

Cir{.ra) = - ‘expt f. 20!
2l firyy flra) piJ- L f=0

= -’i,:(r”;(r-;)‘; = (r‘li.-l"“rﬂ {1.63}

i .
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o cry A7 rs est le novau de |'opérateur de covariance 4!

éf-i“lf)lr):/ dr' iri AT fr) (1.64)

o1 on a le théoreme de Wick (n pair)

St glra )y = E I PANTETE SUR DN TS SN I § N (1.65)
paires
Les relations 11.60)-11.65) définissent l'intégrale fonctionnelle gaussienne. On adopte
parfois la notation formelle analogue a (1.46)

. !
o= / dlzi.)]exp <—;(;..~1;'v> Fre 11.661

oz signifie intégration sur toutes les “composantes” do(r) appropriées.  Sile
champ gaussien n'est pas de movenne nulle. (21r)) = zotr: = 0. on peut reproduire les
raizonnements précédents en remplagant 2 par © — 2g. et la formule fondamentale i 1.601

devient

ol -
expi f. =) = exp {;(f..-\“f)—-(f.,:gx V16T

L intégraie gaussienne est 1'élément central de {'intégration fonctionnelle et les inté-

Iraces nol gaussiennes seront toujours construites comme perturbations de cette derniere.

[i est clair que la mesure de Wiener (1.15) est une intégrale fonctionnelle gaussi-
enne sur |'espace des chemins zi7). = > 0. puisque toutes les densités de probabilité
Wity 7. ..oy 7yv i sont gaussiennes (fixant ici zg = 0. 7y = 0). L'opérateur de covari-

ance correspondant est connu (voir {1.22))

im A7V = 2D mininy.

= 2D[n0im — 71 = flr — 7] 1.683

Ou verifie immédiatement que

1 &
L ECTE
Sha !

,..
!
Il
<,
-1
—
|
N

(1.69)
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avec 17 A7 7)., 20 = 0. Ceci montre que |'inverse de A~} est |'opérateur différentiel
1 & -

4=—Edﬂg (1.70}

agissant sur les fonctions ri7). = > 0. avec condition au bord r(0) = 0. Ainsi. la mesure de
Wiener sur les chemins browniens peut aussi étre comprise comme |'intégrale fonctionnelle
gaussienne relative a la covariance 1 1.68). ce qui donne une signification précise a l'écriture

formelle des phvsiciens

\ 2

dWpizi.)] = d[zi.)]exp —% do’(dj{j)) } (1.7

("est le merite de Wiener ten 1921 - 19231 d’avoir montre que la valeur movenne
brownienne 1.15) peut étre vraiment congue comme une mesure sur | espace des chemins
au sens precis de la théorie de la mesure des mathématiciens. En ce qui nous concerne. ¢’est
cssentiellement e seul cas. avec l'intégrale gaussienne définie par (1.601. ou ce sens ma-
thematique peut érre donné. Pour nous. 'intégrale fonctionnelle restera toujours définie
par nn processus de limite. comme nous 'avons discuté a propos de {1.27) et la notation

e fa iimite sous forme de signe intégral du type (1.71) reste symbolique'.

1.3 Intégrale de chemin en mécanique quantique

1.3.1 Intégrale de Feynman

L2 mécanique quantique d'une particule non relativiste de masse m. soumise a un potentiel
V7, est régie par ["équation de Schrdodinger (1923) (ici. 2 une dimension pour simplifier!
K 92

L d ‘
h—t1r.t)= ——
ot 2m dz*

ettty + Vil t) i1.72%

“Fn réalite. on montre qu'avec probabiiité I. les chemins browniens ne sont pas différentiables. Ce
~ont des chemins fractals avec dimension de Hausdorff dgy = 2. La notation 11.71) n'est qu'une fagon

mn<motechnique de rappeler le processus limite (1.29).
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ou encore. sous forme opératorielle.

vlt) = Uit to)e(to). Uttg. gy =1 i1.73)
; l .
C(t.to)zexp(EfHo+1)If—t0)> (L.74)
!
ot H = Hy—V. Hy=p?/2m.p= —zh;-__— et 17 est le potentiel de multiplication par V'ir .

Les liens gu'entretient 'opérateur d’évolution quantique [ (t.tg) 11.74) avec les objets
de la mecanique classique ont été un sujet d’étude dés {'origine de la mécanique quantique.
Dirac 11932j. en particulier. suggere qu’'il v a un rapport intéressant entre le propagateur

auantique 21U g )izg) et action classique S pour le méme systeme (voir 6. 7
t
5:/ dsLizisivis) (.75
s
ot Lor. e est la fonction de Lagrange (dependant de la position et de la vitesse)

1 . X -
LIJ.’.L‘I=3N7L"—\1II 11760

Développant les idées de Dirac. Fevnman 11942) ‘8. 9] montre que la relation formelie

entre ces quantités s'écrit sous forme d’une intégrale fonctionnelle

) r.: ] ) l o
vr Lt tgrgr = / dz_rt.;_exp(;blrl.n)
- n

.00
. R .
S [-1 ; m{drisi\° . L
= diri.)]exp F ds | = y = Virtsy (LT
In.dy ! H) - S
Dans +1.771. 'action Sirt.:) est considérée comme une fonctionnelle de toutes les

irajectoires possibles qui débutent en rq au temps {g et aboutissent en r au temps t.

("onsidérons ["évolution de la particule libre [yt — tg) = expt —tHo(t — tg); h) avec

e A -
th—uvirti=tHpv)r.t) = ——vlr. bty i1.7h
at 2m Jr?
("etie éguation est identique a (1.4} lorsqu’on établit la correspondance
: h
T =t D=— (1.7

Im
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6). le propagateur quantique libre est donné par
m(r —zq)° -
(1.30]

Ainst selon 1]
I .
2h(t — o)

=/ m ex
\/ 2mh(t — tg)

wroexpr—Hy(t — o) /R)|zo) =

Dans ce cas. le lien avec ["action classique est aisé. Soit ris) la trajectoire classique

libre telle que ritgr = oy, 21t) =&
.:‘—lu N
IISI=.Z'Q-"[ . I — rg! t1.31.
—le
[ action correspondante est
d ) ( )’
. m LS mi(r — Ig)
Sol T g tg) = —/ da( ) == 11.82:
2 /. ds 20t =ty
On voit donc
AT il Szt zo.to) 183
roxp | s Hgltt = o)) To) = —————x —SglL. b g gl B
‘(m 0 ol | .To) \/ mihit — tg) PAR™ o0
La premierc

[l v a plusieurs fagons de donner un sens a la formule générale i 1.77)
onsiste a partir de la formule de Trotter pour le propagateur en reproduisant

methode
les érapes  1.333-01.355.

1
rroexp (Tf'folf — {y)
\'h

)IQJ=
1 Ht—to))]"*‘ \
Iq)

f{Q(t—t())) Nl o (L
A

1

i ! ('— "

dm e [e\p TN

[0;') A (\-'{r‘\-)s)

lryiexp | ——
th

\uﬂ:/ drl...dx_\-lxiexp<ih

_( Hesz _(Virgiz

Ty (’D\p( = ) Igjexp (T)

Ty it e [ m o reny =1\’ ]
) /d‘:l...dr_\-exp —}:—Z ;( = *) — Vizg

= nlﬂl
Ne—x (\ dxih:
x=0

: t—tg)/ I N =1).

avec rvoy = I.
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On imagine que r; = z(t;). k =0......V + 1. représentent les coordonnées d une cer-
taine trajectoire de la particule dans l'espace de configuration. En prenant formellement
la limite = — 0. on est conduit a 'écriture i 1.77). Dans (1.77). le symbole d [r(.)] signifie
done qu'il faur effectuer les intégrales sur dr,...dry avec le facteur 1m/2xihz) 777 o

J -t

prendre ensuite la limite  — 0.

['ne deuxieme meéthode se base sur l'analogie entre ['équation de la diffusion (1.40i

1700

et celle de Schrodinger 11.72). On passe de 'une a 'autre par la correspondance
er €0 = U k. comme le montre aussi la comparaison des propagateurs browniens 1.301
et quantiques i 1.74). Le point important est que le propagateur quantique peut étre

obtenit comime prolongement analvtique du propagateur brownien (1.30) sur 'axe des

temps purement imaginaire.

' rendant ['axe des remps imaginaire. c'est-a-dire en remplacant : par iz dans

cP2ycavee o= i/2m et © = 17A on voit que l'intégrale fonctionnelle 11.301 devient
ivrmellement ¢gaie a l'intégrale de Fevnman 11.77).
U'ne rroisieme methode consiste a développer 11.77) en puissances de 1™ et montrer

ane les termes de cetie série s'identifient a ceux du calcul de perturbation dépendant du

rernps 1série de Dysony de la mécanique quantique.

Finalement. suivant la méthode originale de Feynman. on peut vérifier par un calcul

direct que (1.771 obéit a I'équation de Schrédinger 19].

U'n cerrain nombre de remarques s'imposent. Malgré les analogies. l'interprétation

ot le statut mathematique des intégrales de Wiener et de Feynman sont tres differents.

L'intéarale de Wiener effectue une movenne associée a un poids de probabilité gaus-
~ien. »t possede un statut mathématique bien défini. Le propagateur brownien décrit

Uevolution irréversible d une densité de probabilité classique.

[."intégrale de Feynman. qui ne fait intervenir que des phases purement imaginaires.
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n'a pas d'interprétation probabiliste. Le propagateur quantique décrit 'évolution réver-
sibie d'une amplitude de probabilité quantique. On peut dire de la formule (1.77) que
Pamplitude de trouver une particule quantique en r au temps ¢t est donnée par une super-
pusition linéaire d’etats qui contribuent chacun avec un facteur de phase exp (:S5(1x(.)))
correspondant a une trajectoire classique possible joignant r a ry en un temps t —¢q. Alors
ane ies reéalisations des chemins browniens sont en principe physiquement observables. ce
fn'est pas le cas des irajectoires qui interviennent dans l'intégrale de Fevnman a cause des
relations d'incertitude qui interdisent une détermination jointe arbitrairement précise de

la position et de la vitesse de la particule quantique.

Oun voit que le calcul de 'évolution quantique sous forme de l'intégrale fonction-
nelle 11,770 requiert de délicates intégrations de fonctions oscillantes. Pour contourner ce
probleme. il est usuel d'étudier son prolongement expi— H it —ty:,/ /i1 aux temps purement
nnavinaires pour lesquels 'intégrale fonctionnelle de tvpe Fevnmman-iac est hien définte.
Dans ce cas. on dit qu'on a effectué une rotation de Wick (rotation t — ~it de 7.2 dans
le plan complexe des temps). ou encore qu'on travaille avec la formulation cuclidienne
de ia meécanique quantique. Cette terminologie est [iée au fait qu'en relativite restreinte.

;

le changement ¢ — —it transforme la métrique de Minkowski en meétrique cuclidienne

tiabitueile. On revient alors au propagateur quantique par la rotation de Wick inverse.

Dans [a version euclidienne. le propagateur ¢ 1.77} s’écrit donc

nroexpl —Hit — tg)/Riirg) =

= /~-~ diri.jiexp / ds -r-n—(dﬂs') ~Vizis) 1
Ta.tn ’ ’ ’ Jtn 2 dS J

Palie . . l,' ™ .
= / cl;‘rl.)jexp(—gbglrt.)‘;) 1.3

ot

(fs
Ut

ait comme d habitude. il faut considérer i 1.85) comme limite de la forme discrétisée avec

N=~1

o m __t—1ig . |
(\/ :’.-__.FLS> dl‘(...d.’l‘_\'. = T—:_]_" »\ —_— {

,._.
v
(@)
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L'expression {1.85 est identique a l'intégrale de Wiener conditionnelle

- .

, = . 1 [t . ,
rriexpl —Hit — to)/hjizg) = / dW'pexp (-E/ ds\ (.rls)]) 11,37
[V to

Iy.l

avec constante de diffusion D = fi/2m. comme on ['a déja remarqué.

[l est important de noter que l'action Sg et le lagrangien euclidien

Sglr) = / dslgiiris) vis))
tc
Le(trisyrts)y = :ma'J ~1ir 11,88,

qui apparaissent dans 1 1.831 different de ceux de la mécanique classique (1.76) par le signe

du potentiel,

1.3.2 L’approximation de la phase stationnaire

Nous nous hornons ici a illustrer la méthode de la phase stationnaire dans le cas de
i particule quantique. Rappelons tout d'abord le principe du col pour une integrale

nnidimensionnelle de la forme

[(',\15/ drexpi=Afir)) 11,839,

oir frr est une fonction réelle. supposée avoir un seul minimum en rg et @ < Iy < b.
On montre alors que le comportement asymptotique de [(Al pour A — x est donné
en rempiacant fir) dans 11.39) par son approximation quadratique au voisinage de ry.
aipposant § iz > (0

[ S IQ!- "

[ty ~ e.\:pl_—,\f(.rou/ drexp | —A————f izq

) —

~ expl(—Afi N W 1.90
exp! f[ro“\,f MNzg) > ‘
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[3)
.

. . . . . ! - - .
Dans le cas d'une phase purement imaginaire. si f (r) ne s’annule qu une seule fois
) . ’ -
ey a < rg < boet fir)=0.on obtient

Ji) = /drexplz',\f('r}}

1
N T

—_— A= 1.91:
Af"irg) - '

~ expt’i,\f(.ro)b\ﬁ

Des preuves detaillées des formules (1.90) et (1.91} peuvent étre trouvées dans '10'.
L'extension au cas des intégrales multidimensionnelles. et a fortiori. aux intégrales fonc-
tionnelles. est non-triviale. Par la suite. nous allons appliquer les généralisations naturelles
de LU0 et (1.910 aux intégrales fonctionnelles sans prétendre & aucune rigueur mathe-

matique. (Uest surtout l'interprétation physique du résultat qui retiendra notre attention.

A titre dillustration. nous appliquons la méthode de la phase stationnaire ou du col

air caleui des intégrales fonctionnelles (1.771 et +1.35).
Le role du grand parametre A est ici joué par A~ et plus précisément. la méthode se
mstifie lorsque N 3 fi et donne ainsi une approximation semi-classique du propagateur.
Puisque Siri. est action classique. la condition de stationnarité de Siri.i) sous
Toutes les variations des chemins ris) aux extrémités fixes

ritg) = ro. rity=ur (1.92

fonrnit les équations d'Euler-Lagrange. lesquelles. pour la forme (1.761 de la fonction de

Lagrange. sont équivalentes a ['équation du mouvement classique

d*z{s) Y
m——— = —1"iris)) (1.93)

ds?

Supposons que 11.93) admette une seule solution r.ts: satisfaisant aux conditions

249200 Introduisons les variables de fluctuations autour de la trajectoire classique

fls) =Ilst— ras). Sltg) =€ty =0 $1.941
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et développons Sir(.}) = Siz.(.)
: L[ dsisi\’ . ,
._"trl.u=:."fr:(.))—:-—/ ds m( "(0’) —VUlr.(s))&s) ~J-O(§3) {1.95:
2/, ds

¢ tombe a cause de la stationnarité de S(ri.)j. Apres une

[Le terme lineaire en
0. le terme du membre de droite de

integration par partie. et utilisant £(tg) = £(t) =

1.5 peur etre écrit comme forme quadratique

! » d2 7 . \ ) )
/ (S(’s) (—md‘_, —Vir.as) E(sl) ds =(£. D& i1.96:
. A
L) 4
on [ est {opérateur difiérentiel
d‘.‘ o -
D=-m— -1 ir.s)) 19T
ds®
agissant dans Uintervalle itg. ¢ sur les fonctions &isi telles que &itgi = £(t1 = 0.
Ainsi. négligeant les termes d’ordre supéricur a 2. "action dans i 1.771 devient 1 .95
et L9961 ro étant un chemin fixé. nous pouvons remplacer dirt.)] par d [£{.1]) et ainsi
vl it tg)izo) =~
] 01 !
> exp| =Str.rgit —igi difi.yjexp| =& D) 11,98
. h - - .')ﬁ ,
. 0.: -
Dans le premier facteur apparait I'exponentielle de ["action évaluée pour le chemin r.1.»
¢ 1.99)

S{ro ) = Slrorgit — tgi

La notation 11.99) indique qu'en vertu des conditions (1.94]. cette action peut étre

cunsideree comme fonction des points de départ rg et d'aboutissement r du chemin r.(.

cans le temps t — to.

Le second facteur est une intégrale gaussienne qui donne lieu au déterminant des

tinctuations.

Dans le cas de 'intégrale euclidienne (1.851. on a la formule analogue 2 (1.93) avec !

remplace par —1 et 17 par =1
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Méme avec ces approximations. 'évaluation explicite de ( 1.98) n’est pas élémentaire
il faut pouvoir résoudre 1'équation classique (1.93} sous les conditions (1.92). puts calculer

l'intégrale caussienne des fluctuations. Pour ce dernier calcul. il faut en principe revenir

a la version discrete (voir commentaire apres ([.84)).

0. ; |
/ d[.)j exp (%‘S-DSO =

e

Z
= 3 ¢ R D .c
\h_r'rzc _"nﬁs) dfi-.-diy exp 2% Ve
ey B
= lim ( ,‘—) IdeLDw : 1.100)
vi2mih N \’ <
Dans 1,100, £ = &,. v et Dy représente la matrice correspondant a la version

discrete de la forme quadratique (1.961 1on a utilisé { 1.44)). Diverses méthodes existent

pour calculer det Dy et la limite i 1.100) ( Annexe D).

Lhutilisarion de la normalisation fournie par I'évolution libre : 1.80) permet d'écrire la

‘ormule 1981 de maniere compacte. En effet. si nous appliquons la formule 1 1.9%8) au

cas de I'évolution libre [yt — o) = expl—t1Hy(t — tg1. nous obtenons de (1.30). (1.82) et

1,97 la relation exacte

’—_r_n— L].Z
Ot =)0 = —— 3N — (5. DyE ) 1101
0! )) \/ SR — to) /;.m i$iuljex P()F( 0é v
dveo
Doz-c{. 11,102

ds?
agissant sur les fonctions £(s). Siég) = £it) = 0.

En formant le rapport (ril{t — tq)ize)/(0IG(t — ¢0)i0) on voit de i1.101) et de

"approximation discrete 11.100) qu'on peut mettre (1.98] sous la forme

m ‘det Do

oLt — g ~ t=i l) i 1.103;
0rltal \/ .m(t—zojv det D o

exp (%5 I.Ig:

7
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[.e résultat final qui suit du calcul des déterminants est entierement exprimable en terme

de action 11.99). [I est donné par la formule de van Vleck (1928} ( Annexe D.

e

. 1 a* ,
v it ~tg)irgl @ —— | —==——5lr.1¢9: ¢t — tg)

P
- X —Sir.rq:t — tg)
2k | Oredz exp (Fz - To 0’)

1 1.104

En pius du cas libre. il est une circonstance ou !'approximation de la phase station-
naire conduisant a 11047 est exacte. c’est celui d'un potentiel linéaire ou quadratique.

Fu effet. le développement (1.93) au deuxieme ordre devient exact.

Pour illustrer la méthode. traitons le cas

- I M Bl
Viry = SMeTIC. ~>0 11,105

danx ia version de l'intégrale euclidienne (1.83) avec

. “om drisy\’ v a
Sg = ds— —Tro(s) i 1.106)
2 ds
to nd =

il faut changer 1 — =let V7' — =1 dans (1.103)).

[.'"fquation de stationnarité de Sg est

d* 5 _
-rls) = LTS Iltg) = Ip. Tity=r (1,107

~t on verifie que la solution r.(s) correspondante est donnée par

I — rgcoshlwis — tgh)

ra = rpcoshiets — tg) ) + : - ‘ sinhtw1s — tg) (1,108
sinhlwts — tgi
Fon insérant +1.108) dans +1.106i. on trouve

. m«' - -
Spirorgit—tg) = ——— ifré — r¥)coshiwtt — tg)1 = 2rgr; ¢ 1.109

2sinhit — ¢y) - :

Pour caleuler idet Dy, det D). nous remarquons que
d* , 4 .

D=- A Dy = —— (1110

ds? 5=
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sont diagonaux sur la base de fonctions propres

)

/‘ S—t ‘
Seld) =4/ sin (A"( 0)). k=1.2.. f1 1L
‘ Vi—te 7 \i-tg

-

avec valeurs propres respectivement égales (kw/(t — tg)1” + < et (k= /(t — tO)‘bz. Ainsi

det D wit —to)\’\ _ sinhtw(t —tg)) )
denDo‘H(“( = ))‘ L

, <t =t
£>0 o)

muw

roexpi—Hit —ty))ixg) = | ——
P o}:to) \/‘.’rnsmhu(t—tu)l

exp(—%b"g(r.r@:t—tgl) (11130
ot S¢oest donnée par (1.109).

Le propagateur en temps réel s'obtient de ¢1.113) en changeant t — ty — itf — £y

. ' me I, . ’ .
vroexp o=t = tgjiieg) = ) ———— ex (—m.r.zgzt——co;) B TY
) \/’lmhsmul! — g} PR

avec

mu'

> - 2 . : K =
Sir.rgit =ty = oo = rorcosttt —Lgt) — 2rgr: LI
Lo 07 i

dsinlt — tg)

La formule «1.114) est un cas particulier de celle de van Vleck. lorsque ['action a la

forme +1.1131. On retrouve naturellement le cas libre (1.0} lorsque < — 0.

1.3.3 Meécanique statistique quantique

[.'integraie fonctionnelle est également bien adaptée a la représentation de la mécanique
statistique. On sait que les fonctions thermodyvnamiques d'un systéme décrit par |'hamii-

fonien macroscopique s'obtiennent a partir de la fonction de partition £

Z=Ze.\:p!—-.35n)=Trexpi—3Hi P LAY

bed

ot lex £, sont les énergies propres du systéme. répétées selon leur multiplicite.
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Considérons le cas de particules non couplées. mais soumises a des champs extérieurs.
Dans cette situation simple. les quantités thermodvnamiques sont entierement déter-
minees par la fonction de partition (1.116) relative a I'hamiltonien H = Hy = V" d'une

seule particule.

Pour exprimer la trace. on peut utiliser la relation de fermeture des états propres
foon ode H
Z:’Ig;r‘){;nrr ,=0lr—r iL117

n

POUT eCTiTe

Z = Zg;ni exp(—3H) ¢,

/d.r/ dr'Z!;niI)(:!exp(—Jﬂ)jr',»(.r' Sn.

= /dr(riexm—JH‘i lr: BWARY

i

On constate que Z est la partie diagonale du novau de exp1 —.3 . lequel peut étre

represente par Uintégrale fonctionnelle euclidienne (1.851 en posant ¢ty = 0 et ¢ = 3k

= 3k r 2R / 2 1
3 = . l m {dris) ] ; |
/= /d_z-‘/:.u d._,r(.J;e.\'p i\—g/ﬂ d —3‘( s ) — Vs
:.JF. 1 j?‘. [?
= /ri,.r/:.D dHDcxp(-E/D dsl (I(SH). D= 5 (1.119:

On voit que 11.119 fait intervenir les chemins fermes qui partent et aboutissent en

0

r. Une application immediate est le calcul de la fonction Z”*¢ de 'oscillateur harmonique

1,105y, Tuilisant expression (1.113)

: o L. |
7o8s — drex —=Spir.r: 3R 11,1201
U=y 'l:ﬁsinh(jﬁ..:;/ “\p( e ) |

avec

mw .
Sptr.ridhy = ————icoshiJhor—1iz”
E | sinh [ 3hw)
23— isinh (Jhei2)) s 1121
= 2————isinh(Jhi/2)) 1 (11210
sinh (Jhw
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Dot le résultat cornu

77 = —— (1.1:

2sinh (§3he)

[ V]
[ )

4
!

1.4 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre comment la théorie du mouvement brownien a conduit i
cousiderer les premieéres intégrales de chemin. Nous avons introduit ['intégrale de Wiener
éerivant le mouvement brownien comme un processus stochastique et l'intégrale de Fevn-
man decrivant [evolution réversible de ['amplitude de transition quantique. Le lien forme!
~nire lex deux intégrales fonctionneiles a été discuté. Nous avons appliqué l'intégrale de
chemin en meécanique quantique a des svstemes a un degré de liberté pour plus de sim-

plicité. La géneralisation a des systémes a plusieurs degrés de liberté est systématique.



Chapitre 2
Véthode Monte-Carlo hamiltonienne

On a 'impression de travailler pour rien ... mais 2 la fin. tout fini par sorttr : Uefficacité
{+s mthodes Monte-Carlo. dans certains cas particuliers. semble incrovable. On doit voir

s risultats - et les voir de trés pres - pour les croire.

A. N, MARSHALL

Fn décrivant ['évolution de svstemes physiques a ['aide de l'intégrale fonctionnelle. nous

avons abouti a 'évaluation d'une intégrale multidimensionnelle.

r expi—Hit —to}/hlire) =

= /—- dlri.)iexp |- / ds (%<d.1;:)) -\'!r!s}i):il

Sr)e—

-

Bafts . . 1 .
/ dir(.|jjexp (—Ehgsr(.) )

q.n

i2. 1

Nouz avons jusqu'a maintenant présenté une méthode approximative telle que ia

phase stationnaire: une approche alternative pour évaluer ces intégrales est le calcul

33
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numerique. Le prix a payer est la limitation a des systemes de taille finie et I'incertitude

-

inhérente aux méthodes stochastiques de type Monte-Carlo que nous utiliserons [22]. [231.

C'ette évaluation numérique nous permettra de construire un hamiltonien effectif qui.

apres diagonalisation. fournira le spectre du systéme en considération {11. 2. [3. 14].
Les raisons qui appellent la construction d'un hamiltonien effectif sont:

i+ En se basant sur l'invariance d’échelle. le groupe de renormalisation a la Wilson 25
vise @ construire un hamiltonien renormaliseé décrivant la physique au point critique. Un
il hamiltonien est supposé avoir moins de degrés de liberté que 'hamiltonien original.
Notre but est similaire a cette construction. dans le sens ou nous visons un hamiltonien
effectit avant moins de degrés de liberté que I'hamiltonien original et décrivant la physigue

de basse énergie.

11+ L application de la formulation hamiltonienne dans la résolution de la théorie des
champs cousiste a construire un cspace de Fock paramétrisé par une coupure du tenseur
Jd'eneraie-impulsion et une coupure du nombre de particules. Quand on augmente ces
parametres, ce qui revient a augmenter la borne supérieure de ['énergie. la densité des
Grats angmente de facon exponentielle et fait que le svsteme devient hors de contréle. A
Foppose, la méthode Monte-Carlo hamiltonienne se caractérise par quelques degrés de
liberte decrivant la physique de basse énergie et la diminution de la densité des états

auand on augmente |'énergie.

11l L'enorme succes de la théorie des champs sur réseau est certainement di au fait que
la methode Monte-Carlo est une excellente technique pour évaluer des intégrales multidi-
mensionnelies. L'amplitude de transition d'un operateur est évaluée numeériquement via
e meéthode Monte-Carlo i e.g. algorithme de Metropolis ['38]).

“) o + 3 oc .-

zl) \L

[idrjOixiexp(—1S

.
|
ol
]

0 =

(V]
o

[idriexp (—35
ol £7 est une configuration arbitraire générée par la mesure de probabilité Pir; =

sexp. —+S50r)). Lintérét de la méthode Monte-Carlo réside dans les bons résultats nu-
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meriques qu elle permet d'obtenir. On peut résoudre une théorie des champs sur un
reseau de taille 20* en calculant les observables physiques a partir de quelques configu-
rations représentatives. On obtient des résultats avec des erreurs statistiques de l'ordre
de quelques pourcents. Grace a cette méthode. il est possible de déterminer les états de

hasse énergie du spectre des hadrons.

D’un autre coté. nous pouvons exprimer l'amplitude de transition dans un temps

imaginalre via 'hamiltonlen
b
reexpr—Hit — ty1/hilrg, = Z«JriE,ﬁexpf —E. it = to)/RUE, rg
x rlexpi—=IL st —to)/hiirg
N
ZKIEE‘CH\" expl —E:'f‘:{f — o/ R E:’v"";f.ru‘ (2.3

=1

Dans 2.3 nous avons remplacé 'hamiltonien £/ par un hamiltonien effectif H,;: décri-
vant .\ degreés de liberté seulement. L'idée de la méthode Monte-Carlo hamiltonienne
est de construire un hamiltonien effectif de sorte que 'amplitude de transition devient
une somme finie parcourant .\ états propres. ou .V est de l'ordre de grandeur de V..
i.o. le nombre de configurations d'équilibre thermique représentant approximativement

Uintderale 2.2,

[."hamilionien effectif permettrait de décrire des phénomenes phvsiques qui sont
irop compliques pour les méethodes conventionnelles incluant les techniques standards

T reseat:

e le cajcul non-pertubatif des sections efficaces et des constantes de désintégration de

particiies composees.

e [4 dstermination de la masse des états excités du spectre des hadrons et leurs fonctions

A onde.,

® [cs functions de structure des hadrons reliées aux fonctions d'onde de ces derniers.

Contrairement a ia formulation lagrangienne sur le reéseau. la formulation hamiltonienne
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est pratique pour le calcul des fonctions d onde.

e ia tormulation lagrangienne echoue dans la description de la QCD a température finie.
en particuller avec une densité barvonique finie parce que !'action devient un nombre

complexe. Une formulation hamiltonienne est une alternative.

Apres les arguments que nous venons de donner sur ['utilité de I'hamiltonien effectif.

noils procedons maintenant a la description de sa construction.

2.1 Construction de hamiltonien effectif a partir

d’une base réguliere

2.1.1 Base réguliere de I’espace d’Hilbert

Soit ¢, .0 = [.2.3.... une base de {‘espace d Hilbert et pour .\ fini. considérons les

Séments de matrices
Mot oty = eqexpi=Hit —=tg)/h)ie,,. 7= l...... \Y R
Fu supposant que H est un opérateur auto-adjoint sur tout l'espace d Hilbert!.

M. it ty) est une matrice hermitienne positive. il existe donc une transformation unitaire

[ et une matrice réelle D(t.tg) tel que

Myt tg)y = U DittgiU

19
(W] ]

. . ey .
Soit mi £ le sous-espace engendré par les vecteurs propres [E7 - de [ associes

‘L demaine de définition de H noté DIH ) est dense dans |'espace d'Hilbert ainsi que le domaine de
Jdéfinition e /7 noté DIH ™. Nous supposons en plus de H = HY que D(H) = DIH'j. pour que H soit

aute-adjoint. étant donné que 'opérateur hamiltenien est souvent non borné.
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aux valeurs E77- k= 1203000 V et solt
N

Popn =Y AEFVES =1 2.6
k=1

le projecteur sur mi £777 5. Nous avons alors.

AY
M. ittgy = Pm'E:{;l\_e,';e:(pl ~Hit —tqi/h)ie,;
=1
N
= Z ‘ eilEzf""; exp! —Ef__f“'ft ~to)/RWEY Te,. (2.7
=1

On voit de (2.5

et de la représentation spectrale (2.7) qu'on peut établir |'identifi-

cation
[T = e B Diit — tg) = exp ~E it —ty) /R (2.8
Supposons pour l'instant que les éléments de matrice M, 1t .tg1. 1.y =1...... \ sont
conmis. La diagonalisation de M(t. {g) fournit les valeurs propres Dyttt —toi. & = 1..... .\
ant avec (2.3 donnent le spectre d'énergie,
=f7 FI g ) B
= ————1n Dett —tq). A=1..... \ 2.9
) (t— ng
I . oy .
Les vecteurs propres E57:. bk = Lo..... \" correspondants. s’identifient avec les

vecteurs colonnes de {77, De 12.3) nous pouvons extraire la fonction d’onde du Aleme
‘rat propre exprimee en terme de la base 1e,;. A partir des éléments de matrice M,;i¢. tg).

nois pouvons donc explicitement construire un hamiltonien effectif

N
Hy:=Y EFEFHES (2,10,

2.1.2 Evaluation des éléments de matrice

Nous suggérons d'évaluer les éléments de matrice M;,(t.{g) par une meéthode stochas-

tique de tvpe Monte-Carlo 221, [23]. Pour illustrer l'idée. considérons une particule qui

4
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peut occuper les sites {zj..... rx} d'un réseau a une dimension. Les vecteurs de bhase
de "espace d'Hilbert je,). 1 = 1...... V sont des états caractéristiques localisés aux sites
.. Nous les définissons par €{r) = | dans l'intervalle [; = [r,.r,_; et zéro ailleurs.
Ar. = r. — r._;. Pour exprimer les éléments de matrice M;;(t. ¢ty on peut utiliser la
refation de complétude

/dyw')v(y =7 RANE

DOUT ecrire

Mt ty) = /dy /d:fedy;(y;expt—Hit—toj,*'ﬁ|E:_')‘:i5_.-

= fdy/ > (yiexpr—Hit — tg)/h)iz:
I, 1

~ ~=.0 1
= / dy/ d:/ d{r!.;]exp(—{-SElra.H) :2.12)
[. {: /e n
aves oS 200 V. La ligne i2.12) résulte de la définition ¢ 1.83) du propacateur quan-

tique y expi—Hit — tgi/h)iz;. Dans cette équation. l'action Sg(r(.)) est considérée
comme une fonctionnelle de toutes les trajectoires possibles qui débutent en y = r, au
Temps £, et aboutissent en z = r. au temps {. L'action d'une trajectoire ou un chemin
particulier ' est donneée par

.S'Elr‘mzf ds Y)i(djb)) = Viris)) 12,13
1] S

Afin d'évaluer les eléments de matrices V,, numeériquement par la méthode Monte-

t - 2 4
d.sm(dmb)> ——/ ds Virtshy i2.1-4
“ 2 ds e

(‘ariu. nous ccrivons

SE =5 — Sv

pour exprimer M,. par

J; dy f; d= jya dizi.)exp (—LSvixi)) exp (—xSoirt 1)

fl. dy f[y d= f:o dizi.1] exp (—3Solz(.}})

Y

_‘[__.i“ - !'.Q| = _\-{g'f - tﬂ}
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oit O = exp (—+Sv¢ixi.))) est traitée comme une observable physique. alors que le rapport
pourrait etre traité par la méthode standard Monte-Carlo. Les éléments de matrice M{j(¢ -

w1 correspondent & l'évolution libre qui. si nous prenons la version euclidienne de (1.801.

0 i m'!/—:f'z a1
[(f—fo /d_j/ dz /' _,lﬁ[f—tlﬂekp _35([———-[0) (2.16)

Dans le cadre de Monte-Carlo. la méthode la plus communément utilisée pour générer

<‘éerivent

ddex distributions ou des configurations quelconques est celle de Metropolis et al [28]. Dans
notre cas. les configurations correspondent a des trajectoires. Nous les avons générées. en

deéfinissant sur |'ensemble

D ={etsip<s <ttty =y.z=xttiy= Loz (.j=...N} 217

o mesure de probabilite

N - N . 1o L s
jv iy dixri.)y exp(—+So(ri.i1)
ekl - * .

PIr = e LT T
S dy f, d= | diri)iexp (=3Sourii)

[ 8
o
s

Pour que 'axiome de la positivité d une mesure soit satisfait. nous avons emplové la

version euclidienne de 'intégrale de chemin.

2.1.3 Reésultats numériques

Dans e but d7illustrer I'idée de ['hamiltonien effectif. nous procedons a un test numerique
sur des svstemes unidimensionnels. Nous considérons le svsteme libre. ['oscillateur har-

moniaite et un syvsteme soumis a un potentiel local de la forme Viz) = =Yg sech”ir/d).

‘11 Systemne libre:

En prenant la limite «+ — 0 dans (1.120i. nous obtenons l'expression de la fonction

de partition
AR \/ r}r;ﬁj I. [:/ dr devient infinie) (2.191

T
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Systéme libre: m = LA =1

t ‘
.
N —T -
T \ -
t
F 3 - -
i - -
W Y -’
" 0.5 1 1.5 2 2.5 3
3
Figure 2.1: La valeur moyenne de I’énergie interne du systéme libre. La ligne solide t
ies losanges représentent, respectivement. le résultat analytique exact et le résultat des
Jléments de matrices exacts pour Az = .5 ot .\ = 100. La croix a2 J = (.1 correspond
A Ar =0.2et NV =200
m=1h=1
N = -
e - —
- ~ ~ ‘b
g . :
Ny - —_
N2~ —'
B
0 0.5 l 1.5 2 2.5 3
J

Figure 2.2: La chaleur spécifique du systéme libre. Symboies identiques a Figure 2.1.
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N
0 103000 03000 0.3003 |
1 1 0.9000 0.9000  0.9003
2115000 14999 15010
3 02,1000 21002  2.1005

127000 26939 2.6959

533000 33114 3.2901
6 ' 3.9000 3.8117  3.8370
TO5000 46134 44348
3 51000 1.8246  5.0183

9 37000  6.1642  5.8319
10 6.3000 6.2126  6.5694
1 6.9000 <S.0575  1.6332
1275000 $.0698  S.8373
1351000 10.3096 9.8537
7000 103134 11.3136
15 9.3000 129186 124187
16 9.9000  12.9199 153431
17103000 158818 [5.6178
1S TILI000 159212 186315
190117000 19.2245 -

—
e
(V2]

Tabieau 2.1: Le spectre d’énergie de l'oscillateur harmonique. m = 1. & = . = =
4. Ar = 1N =200 EETELT et ETMC représentent respectivement le résultat
analytique exact. le résultat des éiéements de matrices exacts et le résultat de la simulation

Monte Carlo.
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m=1h=1.T=1uw=06 Ar=1.N=90

.3 ‘ , ; T . i . ‘
|
|
bt - J
|
:
Latdtr g = —i
1
o = —_
0" [ S N S S
- v 3 v v hd R4 v - 4
a0 o~ B R0
Figure 2.3 L’état fondamental de l'oscillateur harmonique. La ligne solide. les losanges
=1 les croix représentent. respectivement. le résultat analytique exact. le résuitat des
“léments d= matrices exacts. et le résultat de la simulation Monte Carlo.
m=Lhr=1LT=1Le=06Ac=1.N=20
0N . - - -
oy o= .
1y e .,
T , it
Y - -
Sl = -
NG
T T B 2 L6 %10
T
Figure 2.1 Le premier état excité de l’oscillateur harmonique. Symboles identiques a

ceux de la Figure 2.3.
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0

i),

Fioure 2.5

Fiaure 2.

m=1ln=1.T=1..=06.Az=1.NV=20
A ! A '

t

F——

1 -

L

s ¢d
<

13
+>
8

a ~eux de la Figure 2.3.

m=1lhA=1Lo=06Ar=1.N=20

1z
1

..—"‘L' -t
1

5 - -
oG S S SE S, U S S, S NS 1\
- d £3 ) ~ 2 - 2 2 24 B3 v
s d 1 gl s 10
3
i:  La valeur moyenne de I'énergie libre de ’oscillateur harmonique

holes identiques a ceux de la Figure 2.3.

Le deuxieme état excité de l'oscillateur harmonique. Symboles identiques

. Sym-
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m=1.h=1.o=06. Arz=1. N=20

i ' |

DN — .
ay -
g
I
12 -
w12 3 45 5 TS 910
3
Figure 2.7: La chaleur spécifique de l'oscillateur harmonique. Symboles identiques a
ceux de la Figure 2.3.
n E::‘IZC: E:ﬂ.:.
var 0 -0.5000 -0.3009
(by 0 -0.7035 -0.7044
1 -0.2354  -0.2347
2 -0.0173 -0.0122
Tableau 2.2: Etats liés dans le cas du potentiel donné par |'équation (2.30). i1aj Dans

fmcasm=10.~A=10.T=10.153=10.d=10.Q =2 Ar=10et N=10. il vaun

seul état 8 nopq- < 1. Ce résultat est confirmé par les données Monte Carle. 1by Dans

lecasm=10hA=1U0.T=10.15=10.d=20.Q =% Adz=10et N =20.1lvas

Stats li€s nm,- < 3. De nouveau. ce résultat est confirmé par les données Monte Carlo.
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ol nous avons posé to = 0 et t = Jk (voir section (1.3.3) du premier chapitre). La valeur

moyvenne de ['énergie interne et la chaleur spécifique sont données respectivemnent par

(3 = %:rr{He*J”} = -dl‘a’—iz i2.20,

= % = %kBT 12,21

Ci3) = %:kgjg%z (2,22

= éks, (12,23

o = +kgT "' identifiée avec le temps imaginaire par ¢ par 3 = t/h. joue le role de
la temperature 7. Notons que [(3) — 5. 0. i.e. elle tend vers |'énergie de 1'étar

fondamental du svsteme libre.

La fonetion de partition correspondant a |'hamiltonien effectif s’obtient en exprimant

la trace dans la base formeéce par les vecteurs propres de ce dernier.

-

o —H., ~3ES!! 9
Z»:r'o'(j‘ = [r'ﬁ ‘)}.{.‘!1} = Yt uE‘ . |2-34’
ot . i 4

n=|

A partir de 12,201 et (2.22), nous obtenons la valeur movenne de l'énergie interne
[".:: et la chaleur spécifique C,;s. Dans la Figure 2.1. nous comparons l'expression
analviique de Pévolution de la valeur moyenne de ['énergie interne avec la température au
resultat de 'hamiltonien effectif construit a cette valeur spécifique du temps t = 7 = 1
tnous prenons i = by = 1). Nous remarquons que l'accord est meilleur dans la région ou
T — 0. i.c. le domaine d'énergie basse. Le méme résultat se manifeste dans le cas de la

chaleur spécifique Figure 2.2.

i1+ Oscillateur harmonique:

L"action de [oscillateur harmonique est donnée par

- fd m drisi\® a s 295
- L —Trols [
-E ) ds s

to

[§%9
[f)
Ot
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4]

et on a pour le spectre d'énergie

E.=hotn=1/2)., n=0.1.2.... (2.26)

La comparaison du spectre de I'hamiltonien effectif avec le spectre exact est donnée
au Tableau. 2.1. Comme nous pouvons le constater. 'erreur est extrémement faible
dans le domaine bas d'énergie. Un test plus rigoureux est celui des fonctions d'onde.

[.es trois figures Figure 2.3. Figure 2.4 et Figure 2.5. décrivent respectivement une

comparaison des trols premier états quantiques. Nous avons aussi vérifié le comportement
de hamiltonien effectif a basse énergie en calculant la fonction de partition Z. la valeur

movenne de ['énergie interne et la chaleur spéecifique. en fonction de la température.

A\ la =ection /' 1.3.3} du premier chapitre nous avons détermine |'expression analvtique

de la fonction de partition réquation (1.1221)

/ = ————-——1 (227
2sinh ( %35,;)
Avece les définitions 12.20) et 12.22). nous avons
. . ;:lw ) -
(i3 = - ctghdh«:/'l) 12280
, T She2 17
C':.j'l = ‘g | ————————— . " ] ) ‘39,
sinh{ 3ha/2) ]

Lorsqie 5 — . la valeur moyvenne de {'¢énergie interne {2.29) tend vers l'énergie de

“tat fondamental. (T — hw/2. Son graphe et celui de la chaleur spécifique sont illustrés

respectivement aux Flgure 2.6 et Figure 2.7. Dans ces graphes. nous comparons les
K [=] o =

sxpressions analvtiques de {7 et (7 aux solutions numeériques fournies par {"hamiltonien

etfectif construit au temps ¢. = 3. = | correspondant a la température 7. inous prenons
fi = k5. Nous constatons que ce dernier décrit correctement les observables thermody-

namiques dans la region J. < 3. 1.e le domaine de basse énergie. Par contre. ce n'est pas le

casdans J < J.ie. T > T.. Ceciest dii au fait que la dimension de 'hamiltonien .\ = 20
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st relativement petite. Une concordance pourrait avoir lieu dans cette région. en aug-
mentant .\, comme nous pouvons le voir dans le cas de I'évolution libre & la Figure 2.2

ot N =200 et 5. < 0.1,

'iil7 Autre potentiel local:

Nous avons teste 'hamiltonien effectif dans le cas d'un potentiel local de la forme

Viry= =\ sech®ir/d) (2.30;

Frant donne que V'(r)a un minimum —4 localisé a r = 0 et que lim - Viiri = 0.
Chamiltonien possede un spectre continu égal a 0. x| et des valeurs propres négatives
‘orats liés a énergie négative) qui s'accumulent au point A =0 29},

5. )

n

En = ’\n .
2md-
S L e RV T
2md* .
= ‘ R
o = Ly
no o= 0.L20 npa < yvQ@ =174 =172 o

l.os resuitats sont résumeés au Tableau. 2.2.

2.2 Construction de ’hamiltonien effectif a partir

d'une base stochastique

2.2.1 Base stochastique de I'espace d’Hilbert

Supposons que nous appliquons |'approche de I'hamiltonien effectif sur un systeme avant

nn énorme nombre de degrés de liberté (probleme a M-corps par exemple). en utilisant
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une base réguliere. Il est évident que la dimension de cette base est extrémement large.
Prenons par exemple le modele d'Ising qui représente un ensemble de moments magneé-
riques classiques prenant des valeurs ¢ = =1. situés sur un réseau de .V sites. Dans ce
cas. la dimension de l'espace d'Hilbert est 2. exponentiellement grande. Dans une telle
sitiation. nous désirons construire une base ayant une dimension raisonnable pour le cal-
cul numerique et physique. permettant ainsi une représentation d un hamiltonien effectif
déerivant convenablement la dyvnamique du systéme en considération et le comportement
des observables physiques a basse énergie. Nous proposons de construire une telle base a

["aide d'une approche stochastique [13..

(‘onsidérons pour l'instant le cas le plus simple. une particule libre dans un espace a
nne dimension. Prenons une base réguliere avant une dimension .\ large (V' > 1. L'idée
de "approche stochastique est de procéder a la sélection d'une base en se laissant guider

par Damplitude de transition.

riexpl—Hit —tg)/Fllrg; = Gguell.t.rg.to)
/ m mu"—.ru';2
= | ————exp| ———mm 12.32%
V2Rt —tg) P\ 2RIt ty)

suite aux analogies décrites au chapitre | entre le formalisme quantique et le mou-
verment brownien. (2.32) est congue comme une densité de probabilité. Prenons ry =
iy =0 et posons T =t — tyg. Nous définissons une densité de probabilité Plr) par
L
Z
Z = /d.r Grealr. T:0.0). i2.33)

Piry = Grusitz. T:0.0).

I2n detinissant alors le processus de sélection de la base comme etant un processus aléatoire

o1 stochastique avec la loi de probabilité Plr). nous pouvons construire un ensemble de

confiquration {r,v = Lo, .. V.rs— 1} ot Vor: << V. Dans le cas de ["évolution libre.
P+ 1 est gaussienne

,

2

!
'l _— e—— " — — — "_ :) : i
Plr; o exp ( 202) . Vo (2.345

-t
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Autrement dit. la base stochastique {z,} est générée ou sélectionnée selon une dis-

tribution gaussienne.

Pour justifier que la densité de probabilité (2.34} est physiquement raisonnable. consi-

iérons d'abord le cas ou T est large. D'une part. {a distribution de Boltzmann-Gibbs
L . .
PeciEY = —Z- exp|— E T,/ﬁj 12,351

projette sur ['état fondamental quand T — x. Dans le cas de I'évolution libre. 'énergie
de Uetat fondamental est £ = 0. La distribution Pggi £) a un pic en £ = () iquand
' — ~x .. D'autre part. quand T — x. o donnée par (2.34) est large. La densité Plzr).
<elon laquelle nous générons la base r, est une gaussienne ¢talée. Dans la limite 0 — .
elle devient une distribution uniforme. Considérons P(k). la transformée de Fourier de
Prre. SioPiro est uniforme Piki x §(k1. Etant donné que le support de dik! est le

singleton {0+, Pirion Pik: donne ainsi l'énergie £, = k=0 = 0. qui correspond a la
valeur exacte de Uénergie de I'état fondamental. Par conséquent. dans le domaine extréme
(¢ basse energie. la distribution Pir) donne un résultat cohérent avec la distribution de
Boirzmann-Gibbs. (est donc une bonne indication que P(r) peut générer un hamiltonien

v‘ﬁ(‘('T if.

[l est instructif de considérer aussi la situation opposée. i.c.. quand T est faible.
Dans [a limite T — 0. la distribution Boltzmann-Gibbs est approximativement constante.
o< differentes valeurs d'énergie ont la méme probabilité. Dans cette limite. ¢ tend vers
sro et Pize x dirr. Sa transformeée de Fourier est P(k) = const. i.e. une distribution
uniforme. £. = ;: est distribuée selon 1,v'E. Ce n'est pas la méme distribution que

celle de Boltzmann-Gibbs. Mais un temps T petit signifie que I'énergie E est large. Pl

est done qualitativement comparable a la distribution de Boltzmann-Gibbs.

Dans le cas d'un potentiel local. la définition de la densité de probabilité P{r) don-
née par 12.33) peut se généraliser. Nous pouvons construire une base stochastique. en

poursiuivant les etapes suivantes:
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U
| gv]

tiv calculer la fonction de Green Gg(z.¢:0.0) en résolvant |'équation de diffusion (1.31.

donnant ainsi Pir).

1111 trouver un algorithme permettant de construire une variable alétoire z, distribuée

selon Pirs.

‘i1 finalement. obrenir une base stochastique en construisant les états caractéristiques

a partr de r,.

[.a meme tache peut étre réalisée par une méthode plus efficace utilisant ['intégrale

dechemin. Si nous appliquons (1.33) & (2.33). nous obtenons

L \
Hexp (—£Se(yl.i)) ,
Js ‘| r 236,

Piry = —
J_. dx Joo diyi)exp(=+3py(.)))

En utilisant algorithme de Monte-Carlo a {'aide de la méthode de Metropolis. nous
pouvons gencrer des chemins représentatifs qui partent en r = 0 a ¢t = 0 et aboutissen:
enune position .« a ¢ = T. Notons ces chemins ou configurations [, = r,i1¢t). A partir du
point «aboutissement du chemin ', a ¢ = T. que nous notons r, = r,(T ). nous pouvons

ainsi consiruire une base stochastique.

2.2.2 Application

Pour rester Putilité d’une base stochastique. nous avons de nouveau calculé. dans le cas
e Coscillareur harmonique. le spectre d'énergie. la valeur movenne de 1'énergie interne et
{a chajeur specifique. Le Tableau. 2.3 décrit une comparaison du spectre d'énergie exact
avec cefui de "hamiltonien Monte-Carlo utilisant une base stochastique. Nous avons ajusté
i parametre 7 de facon a ce que la difféerence entre le résuitat exact et Monte-Carlo soit
optimale. Les quantités thermodyvnamiques. la valeur movenne de {'énergie interne et ia

chaleur specifique sont respectivement présentées aux Figure 2.8 ct Figure 2.9. Le cas

'nn svsteme quantique unidimensionnel montre que les résultats de la base stochastique
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O

[

[ignre 2,

Flunre 2.G:

N

m=h=1.=06.N=100

' ' ! i 1

Exacte
- Base réguliere
Base stochastique

I
-|-<')I
1

NP P

- % -
- /: ~ A ' A~ -:I\’
! 2 4 5} h 10

paralson entre une base réguliere et une bhase stochastique.

m=hA=1..=06.\N =100

Exacte —
Base réguliere -
Base stochastique -+

base réguliere et une base stochastique.

La valeur moyenne de I’énergie libre de 'oscillateur harmonique. Com-

La chaleur spécifique de 'oscillateur harmonique. Comparaison entre une
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1 Feeac [stochastic ‘\
0 io.:zooooo 0.301207
1 10.900000 0.898397
201500000 1304516 |
3 2100000 2.092163
. 2700000 2.704961
53300000  3.306386
6 3.900000  3.90314%
1500000 4515616
15100000 5.092035
9 5700000 5.667032
10 1 6.300000 6
[l 6.900000  6.922355
1217500000 7514225
3.100000  $.148509
3700000 S.675366
159300000 9.264365
161 1.900000  9.971005 |
17 10300000 10.563820 |
1811100000 11102140 |
19 11700000 10.755620 ;

s
Ut

,_. ,_.
- [
e /.

—
(v 7]

[abieau 2.3: Le spectre d’énergie de I'oscillateur harmonique. m=1. A= 1. . = (0.8
EZ7%% est le résultat analytique exact alors que E2FP°%%7FS ast calculée & partir des
“lements de matrice exacts. utilisant une base stochastique avec T = 1. N = 100 et

o o=".
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sont similaires a ceux de la base réguliere. Terminons en ajoutant que l'utilisation d une
Lase sTocnastique est plus avantageuse dans le cas des systemes qui évoluent dans un
~spare & diusieurs dimensions ou dans le cas d'un probleme a N-corps. Dans ces deux
cas. e nomore de degrés de liberté est faramineux mals. avec une base stochastique. une

stinde numerique devient realisable.

2.3 Conclusion

Nons avons proposé de construire un hamiltonien effectif décrivant la physique de basse -
nergie a partir d'une action donnée via la méthode Monte-Carlo. Nous avons montre que la
mnerthode tonetionne pour plusieurs systemes en mécanique quantique en calculant le spec-
're dienergie, les tonctions d'ondes et les observables thermodynamiques. Lapplication
el methode ala theorie des chamips et a des problemes & V-corps est présentement sous
‘nvestigation. \ notre avis. un hamiltonien etfectif décrivant les phénomenes phyvsiques de
hasse cnergie pourrait étre utile en matiere condensée. en phvsique atomique. en physique

mucleaire ot en physique des particules a hautes énergies.
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Renormalisation en mécanique quantique

Je pense quil vaut nueux dire tout de suite que personne ne comprend la mécanique quan-
tigque . Siovous le pouvez. évitez de vous dire: " Mais comment peut-il en etre ainsi 77
slnon vous serez submergés. noveés et entraines vers un gouffre dont personne encore n'a

reusst A s'échapper. Personne ne sait comment il peut en étre ainsi.

RICHARD FEYNMAN

Au chapitre 1. nous avons donné une présentation générale de l'integrale fonctionnelie.
[.'accent a eré particulierement mis sur ses applications en mecanique quantique. A la
section 1.3.2. nous avons pré : sthod dimative 1] sthode de la ph

>ction 1.3.2. S presenté une méthode approximative /la methode de la phase
stationnaire; qui nous a permis d’'évaluer l'intégrale de chemin. Dans le cas de certains
portentiels. cette approximation est exacte. Dans ce chapitre. nous allons generaliser ce
dernier résultat en introduisant le concept de renormalisation en mecanique quantique

6. ITLIN
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3.1 Le propagateur quantique dans l’approximation

semi-classique

(‘¢ qui a ere applique dans le chapitre | a un systeme a un degré de liberté sera repris pour
nn systeme a n degrés de liberté. Considérons alors un systeme général. décrit par n coor-
donneécs gencralisées ¢%ia = 1..... n) et les moments conjugueés p qui leur correspondent.
.o mouvement du systeme est controlé par la fonction d'Hamilton classique qui dépend
de ces variables et. en général. du temps ¢: nous |'écrivons comme H(q.p.ti. ot q et p
sont des vecreurs colonnes de .\ composantes. En mécanique classique. le systeme évolue
de la configuration q. au temps t4 2 g au temps {g en passant par une séquence de
conilgurations intermeédiaires q(¢) bien définies qui constituent lefs) chemin(s; classiquets:

de 14 B.obtenuis) en solutionnant les équations du mouvement.

[D"apres Fevnman. 'évolution en mécanique quantique implique non seulement lets
chemingsi classiquers) mais tous les chemins concevables entre 4 et B. Pour le voir.
comimnencons par | hamiltonien

H=Hqp.ti BRY

ot e svinbole “signifie un opérateur agissant sur l'espace d Hilbert. Nous considérons les

operateurs ¢ p? indépendants du temps. L'operateur d'évolution {'(¢ 4. (g1 est défini par
Hiq.p.t)Uitytgr = thidl 'ty tg)/dtg (3.9
) ) 3.2
(.(f__‘.f..” =1

/" est unitaire si [ est hermitique. L'opérateur (" transforme les états au temps ¢4 en

«lautres états au temps tg. En particulier. si le systéeme est dans la configuration qq

‘

au temps !, représentée dans la notation de Dirac par le vecteur ket iqq >. alors la

nrobabilité qu'il soit dans une configuration entre iqg > et 'qp — dqp > au temps (g est

Pigs.tg:qa.tai = <qpilitstslgs > dqs

= |Glap-ts: Ga-ts) das
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= |N(B.4)’dqg (3.3

ou dans la troisieme équation nous avons introduit la notation A B. 4) (la fonction de

(ircen ou ie propagateur) égale aux éléments de matrices

< QBi[.ffA.tB”q..; > 1 3.4

[.a formulation de l'intégrale de chemin dépend de la propriété de décomposition de

I'opérateur [
Uity tgi=Cit 1 it tg (3.5

ol ¢ est un femps arbitraire entre ¢4 et tg. En appliquant cette relation a tous les temps

—~
~—
—

intermeédiaires £, 0 = Lo, \" (l'intervalle [t4.¢g] cst divisée en N — | sous-intervalles

avec iy = i) et

tg =ty ). nous pouvons exprimer | opérateur d'évolution de ¢4 a fg par

nne succession de transformations unitaires impliquant des temps plus courts

AY
(itytgi= H (it b (3.6
.=0

[.a représentation de cette équation dans |'espace de configuration s'obtient a laide de la
relation de fermerture

] dqiiq, >< q;; =1 i3.7)
it les dq, sont les coordonnées de |'élément de volume de dimension n a tous les temps
intermediatres ¢ a ty. 51 nous prenons la limite du continu .V — 2. nous obtenons

Jamplitude de transition entre ¢t 4 et tg. L'équation qui en resulte est:

No—x

N
KNiB.A) = lim dql.../ day [] Ai+ Ly (3.8}
=0

L'imégrant dans (3.3) dépend de I'ensemble des valeurs q, a chaque instant ¢; et représente
wn cliemin possible entre (q4.t4) et 1qg.tg). L'expression (3.8) du propagateur quantique

~stune intégrale sur tous les chemins d’extrémiteés fixes.

Pour que l'expression (3.8) soit plus utile. il est nécessaire d'évaluer la fonction de

Cireen pour un temps infinitésimal impliquée dans chaque facteur de A'. En d’autres mots
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nous avons besoin de 'expression explicite de [ (¢4 +¢.t4) quand ¢ est tres petit. Quand
e est petit. la solution de (3.2) peut étre écrite sous une forme préservant la propriété

essentielle d unitarité de [
[ty —ety) =< qaiexp{{—ie/RIH(q.p.t4)}igg >. € —0 3.9
Considerons un hamiltonien quadratique en p avec un potentiel indépendant de la vitesse

S =P
i =T‘;pm (Gt (3,101

Ls )
=My

a=l
Cet hamiltonien est général: il décrit n/3 particules de masses différentes interagissant
entre elies et avec un potentiel extérieur. La non-commutativité des expressions contenant
. B ) . - nl » - . .
p’ =t q° donne des termes d'ordre ¢* dans le développement de 'opérateur exponentiel

3.9, Nous pouvons écrire alors

<qeliity~ctyjiqq >

=< qpiexp{—lie/h) Y (P 2m, fexp {=iV(q. tie Rt iqa >

n 1/2 n
:Hu_x”“ Y”if. qi — QB> —Viqy.ta) 1 (311
2mthe)™ o=t - ¢ J

~iqa nest pas au voisinage de qg ou plus exactement si la condition

k 12
'qs—qs <0 (6 ) 7a i3.12i

m o

est violée. 13.11) est une fonction des points q4 et gg qui oscille rapidement et par suite
<a valeur movenne est nulle. L'argument du potentiel 1" dans 3.11) est g4 ou qg ou des

valeurs intermédiaires.

La phase et ['amplitude du résultat (3.11) peuvent étre exprimées en fonction de
quantites caractérisant le chemin classique partant de q4 et aboutissant 4 qg. A i'ordre

. NOUs avols

"

‘ ma T a2 . ‘ ° )
- ZT<Q_4_€&) = Vigs.ia = eliqa-qu.ty)

a=l
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§

85
- / dt L{qs. G ts)

A4
= S,.qgiq_.;.t_.;:qB.tB! (3.13;
o ~4p est Vaction classique. A l'aide de la définition (3.13) de 'action. nous pouvons
exprimer 'amplitude de transition (3.111 en fonction de la dérivée d ordre deux de |"action
par rapport aux points q4 et qg. La relation est

- 1/2 I b

s m J°5(q4.ta1:qB.tg)
H‘ -Yt {’41 Z = ' - [ lndet'at} q."-‘ L-l q'B B ‘ :5' l.l l
e 993995

ot fg =14 —«¢. Le propagateur infinitésimal (3.9) est alors donné par

(—1 ,‘nD,‘B] e

< Lty ~ ety >=
ds A allas ErTI

expiiSagihi. ¢ —0 ‘3.15

['n e basant sur lunitarité de l'opérateur . Morette a démontré que i3.151 est une
turtmitle générale correcte a 'ordre ¢ quel que soit le potentiel 17 321, Choquard donne
nne discussion détaillée de la forme du membre de droite de (3.15) quand ¢ — 0 [33]. I
demontre que 'l v a plus d'un chemin classique partant de iqa.t41 a2 1qg.t4 — ¢). alors

nniquement le chemin direct intervient dans (3.151.

Avec 1381 et (3.13). le propagateur a temps fini A B. 4y s'éerir

\
R4 - L T ian 152
NeBB.4v = \1mwqu1qu‘\ HEJ—U D:.:.,.;_‘

:1=()

N
! . 216,
< exp EZH,_:_l i3.161
=0
(W2
; io[te .
[\'(B..{)=/d[q|t)gexp{g/ qu_.;.qA.tA;} i3.17
ta

L'intégraie fonctionneile permet de traiter l'aspect semi-classique de la mécanique
auantique. Dans ce qui suit. nous allons discuter de {'extréme limite classique. En fait. le
propagateur quantique A'(A. Bin’a pas de signification phyvsique. Nous devons considérer

a la place la densité de probabilité Piqg.tg:q..t4)dqg définie par (3.3).
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Pour trouver les conditions aux limites que nous devons appliquer dans le probieme
classique. nous constatons que q.4 dans 1'état quantique initial est parfaitement défini. La
distribution dans l'espace des impulsions est alors uniforme. la probabilité que I'impulsion
<oit dans le domaine dp 4 est

|exp(ip4q./f) b _ dpa

< palqs >I*dps = EENTFTITER dps = (2zhin

(3.1

Dans le probleme classique. des copies du systeme émergent a partir de 1q4.{4) avec une
impuision p, distribuée uniformément selon la loi (3.18) [38]. En se déplacant le long des
irajectoires classiques. quelques copies atteignent au temps tg le voisinage dqg du point
iinal qg. Dans le cas général. le point qg peut étre atteint par différentes routes que nous
dixtinguons par l'indice r. Le chemin de type r aboutissant a dqp au temps tg part de

(. au temps {4 avec une impulsion appartenant a un domaine que nous notons dp 4.

Lo nombre total de systemes arrivant a dgg au temps {g est selon (3.13)

. 1P 4y
peesttiqp tgiqa.taidge = Z 1_(_13_1__ '3.19:

de sorte que la solution classique de notre probleme est

) l Y dp -
)t2a5i7uC . cQua.t _— —
! ‘A ta:da- L) (27h)" <~ dqg

-

L dp2 Jtaiqp.t
_ 1 Z _()‘DA,.(QA A48 B) (3.201

(27h)™ &~ i)qg
Op%.iqa.taiqa-le) )
- \ Z det.,; P19 A:98-78) (3.21,
(27him - l dq’é

on nois avons introduit dans le troisieme membre le jacobien de la transformation de p4

4 qg. Sl n'v a pas de chemins classiques entre iq4.¢t4) et 1qg.tg'. P est alors zéro.

St laction classique S-1qa.t4:qpg.tg) est connue. nous avons

as
dqy

Py = — $3.22
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e dérerminant dans (3.21) devient

9%S.(qs.t1:qp-tp]
det,; | ~——c 3049881 = p g i3.23
dqpdqs

Nons avons Hnalement

Pclzssxque‘qs. tB:qa.ty) = W Z EDAE.T;‘ 13,24,

La différence entre cette formuie purement classique et le carré de la formule quantique

¢ -

«3.15+ du propagateur considéré a un temps infinitésimal est que. pour un temps fini
t= —#4. 1l v a plusieurs chemins classiques qui contribuent a 'amplitude de transition
anantique. La raison fondamentale de {'apparition du déterminant dans (3.19% ou 3.2,

dans la imite classique du probleme quantique est le principe d'incertitude d Heisenbere

qi nmpose nne ignorance totale du moment conjugué associc¢ a la variable position.

La famille entiere des chemins classiques impliquant toutes les valeurs possibles des
variables conjuguées devrait étre considérée. La propriété de transformation de cette
tatnille apparait dans la forme du déterminant D5 qui représente la densité de chemins
de cetie famille au point B. Dans le présent probleme. q4 est connu avec une précision

arbiiraire. Il faut alors considérer la famille de chemins partant de q4 avec tous les py

possibles,

Pour deriver la formule classique (3.24) et {'expression semi-classique qui lui est reliee.
il faut montrer que seulement les chemins classiques contribuent d'une maniere significa-
tive dans intégrale de Fevnman 13.161 ou (3.17). En effet. l'intégrant dans 13.171 est
seneralement une fonctionnelle du chemin “fictif™ qit) qui oscille rapidement. Dans la
siiuation semi-classique ou laction d'un chemin partant de tqs.¢4) a 1qg.tg) est large
“mestree en unité de Al la contribution du chemin qié) a AT B. 4) est ¢liminée par un

chemin voisin qit — Jaqit).

En appliquant ['approximation de la phase stationnaire. Morette 32} et Gutzwiller

12 ont évalué la contribution d'un chemin classique particulier q:(¢) a l'intégrale fonc-
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rionnelle. Cette approximation consiste a2 développer ['exponentielle fonctionnelle fizurant
dans 13.16+ autour du chemin classique jusqu'au deuxieme ordre en 4q(t) et a évaluer
Uintégrale gaussienne de .\ <« n dimensions. Le résultat dépend du déterminant

0* (_.;—0 Se /c-—l)

A = det,, S (3.25
q:dq;

pour . =1.....Neta.J=1..... n. L'évaluation de \ est possible uniquement dans
des cax spéciaux: particule libre en n dimensions. oscillateur harmonique. particule en
présence dun potentiel unidimensionnel et particuie en présence d'un potentiel a svmétrie

spherique.

Neéanmoins. il est possible d utiliser une approche différente consistant a effectuer les
intéarations sur dqq. ....dqy dans (3.17 successivement en appliquant 'approximation

de la phase stationnaire a chaque stade. Si nous intégrons sur q, dans (3.17) en gardant

Q. qu. ... Qv.; fixes. nous obtenons
. _ . IR "'.l/-
ANeB. A = \h—l:r}cnj‘.‘lrx\“"/dqq ../a’q,\ (=1)" Doa,
J ; N
1H f‘l it D, ,...1\ 172 exp E 50'3 - Z _:‘ i1 (3.260

[l est clair qu’il est possible d’évaluer les N — | intégrations qui restent en itérant ce pro-
cessus. En notant de nouveau les différents chemins classiques par l'indice r. 'expression

finale de la fonction de Green est

- 1
A 1.mxc£‘z.~13.qu5( B.4, = 7
~nl

. /2 s e Q9 a=.
Tih)n/2 Z Dap-i“expriSapr/h) (3.20)

(“ette formuie semi-classique du propagateur. appelée formule de Van Vleck. peut etre
derivée en appliquant 'approximation WKB a l'équation de Schrodinger (7. 34]. Dans
cetie approche. le facteur de normalisation ou ['amplitude D 45 - exprimée sous forme d'un
ddterminant 13.23) est donnée par une solution d'une équation de continuité classique.

Cetite solution a été déterminée explicitement par Choquard [33] et Van Vleck 133..
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3.2 Conjecture

[.a formule de Van Vleck (3.27) peut s'écrire sous la forme équivalente suivante:
1y~ ~ - ! 1 Be-] ;5 )
((qp.tg:qQua.ta) = Z A exp ( (quif - ))Igf .4> (3.281

avec Niqur.1r Faction classique évaluée le long du chemin classique qui débute en q4 au

temps {4 et aboutit en gp au temps tg. .\ est un facteur de normalisation dépendant du

remps mais indépendant de la position.

D'apres 5. 40]. si on se donne une paire de conditions aux limites (q(t4) = q..
q'iz' = qg:. une infinité de chemins classiques. correspondant aux différentes valeurs de

Faction. interviennent dans (3.28).

Quand ["hamiltonien est quadratique en p* et q*. I'équation (3.28) est exacte. ¢ est-
a-dire gie la somme parcourt un seul chemin classique extremum de |'action. Dans le cas

de ['oscillateur harmonique. nous avons d'apres (1.114].

- as-te m« P 2 S .
Nl eninst 1)) = —————— Q3 —qp)costlig —t411) — 2q49q5;
freiss Qa-ta 251(1“5—{,;} . q. 95 ’ q. qs.
. ! muw
A= i3.29

\ 2mifisiniettg — 1 4))
[ evolution libre dans une variété correspondant au groupe de Lie S{'(2) est un autre

exemple o la somme sur tous les chemins classiques est exacte 391,

Cluiton-Bock a déclare que 13.28) est exacte dans tous les cas 36{. Un simple contre

exemple est donné par Nelson [41].

3.2.1 Enoncé de la conjecture

Nous zllons explorer 'extension de la validité de 13.28) lorsque la somme parcourt un seul
chemin classique dans le cas d'une classe large de systemes quantiques. si nous admet-

tons que ["action classique est remplacée par une action renormalisée. L'inspiration vient
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Dal}

de la renormalisation des théories des champs quantiques. L’apparition de divergences
dans certains termes de l'expansion perturbative {diagramme de Fevnman en boucle! né-
cessile une généralisation de la théorie des perturbations faisant usage de contre-termes.
Dans certe généralisation. on se donne une prescription permettant d'évaluer les infinis
Je maniere non ambigué: c'est la régularisation. Les contre-termes sont ensuite utilisés
pour renormaliser la théorie. de maniere a obtenir par une procédure de limite matheé-
matique une expansion perturbative des grandeurs physiques qui soit finie et bien définie
4 chaque ordre. La théorie est qualifiée de renormalisable. si a chaque ordre perturbatif
iixe. le nombre de fonctions de Green divergentes est fini. Par la suite. un nombre fini
de contre-termes sera en principe nécessaire pour les rendre finics. Dans le procédé de
renormalisation. on distingue les quantités renormalisées des quantités nues par ce quon
anpetle les corrections quantiques. On introduit par exemple "action renormalisée |ac-
Hon quantique rexprimée en fonction des parametres renormalisés et 'action nue exprimée
en tonction des parametres nus. Mis a part la différence qu'il v a entre les parametres
renormalisés et les parametres nus. l'action ainsi que les fonctions de Green ont la méme
stricture dans leur forme renormalisée ou forme nue. La mécanique quantique est concue
comme une theorie des champs quantiques en 0—1 dimension. Dans ce cas. I'espace-temps
consiste en run pointi = (temps). Le champ &1¢1 défini sur cet espace-temps de 0 — |

dimension est equivalent a la position de la particule quantique.

Par analogie avec la théorie des champs quantiques. nous suggérons qu’il existe une
action renormalisée décrivant 'amplitude de transition (fonction de Green) avant la méme
sipueture gue action classique mais exprimée en fonction de parametres différents. Ceci

nous amene a formuler en meécanique quantique (16. 13]. la conjecture suivante:

pour nne acuon classique donnée

\
e

_ tz m, [ dg’is) : .
S =/; ds Z T(q{T) ~1 qisy) i3.30

A a=I1
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il existe une action renormalisée
tp n b Q. 2
- My {dq®(s) - .
S= ds E TQ q_) - Viqish (3.31
. 2 ds
4 a=l1 5 )

permettant d’exprimer 'amplitude de transition par

- N » l E. ) fQB-fB
Glgp.tg:qa.ty) = Nexp | - Siqui.) i(3.32)

h Qaia
Dans 13.32). qu signifie qu’il s’agit d'un chemin classique correspondant a un ex-
tremuin de action S1§y). .\ est le facteur de normalisation correspondant 2 5. Comme
Peanation 13.284, 13.32) est valide avec la méme action S pour l'ensemble des condi-
tons aux limirtes g4 = qlfyj. g = qltg). Les parametres de l'action renormalisée
deépendent du remps T = tg — ¢4 mais ils convergent vers une limite non-triviale quand
I' — x. Chaque dépendance en q4 et gg entre via la trajectoire classique q.. Les

interers physiques d'un tel résultat retenant ainsi notre attention sont:

t1: Supposons que nous avons construit l'action renormalisée 5. Par consequent. 'inté-

eraje de chemin serait complétement déterminée.

.ii+ N définit une action renormalisée en meécanique quantique. A partir de <. nous
pouvons alors extraire la masse renormalisée et les parametres du potentiel renor-
malisés.

i1l L'equation 13,321 est une simple relation entre 'amplitude de transition et action
~ qui a la méme forme mathématique que l'action classique. Dans le domaine du
chaos quantique. on utilise la formule de trace de Gutzwiller [43]. qui. dans le but
{e comprendre le chaos quantique dans un régime semi-classique. offre une relation
entre ['ampiitude de transition quantique et les orbites classiques. L équation 13.32)
est plus simple que la formule de trace de Gutzwiller. Elle nous permettra de définir

le chaos quantique d'une maniere non ambigué.
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1ivi L'équation 13.32} nous permettra de traiter le probleme d'instantons en mécanique

quantique.

v+ L'equation ¢3.32) pourrait étre appliquée 2 |'expérience des deux trous de Young.

ouvrant ainsi la voie a une nouvelle interprétation des phénomenes quantiques.

3.3 Formalisme effectif

Dans rette section. nous allons décrire la notion de ['action effective traditionnellement
ntilisée en theories des champs quantiques. Ce formalisme a été inventé par Weinberg et

Coleman 44 .

3.3.1 Action effective en mécanique quantique

Ponr définir action effective. considérons 1'hamiltonien décrivant ['évolution d'une par-

tieule avant. pour plus de simplicité. un seul degré de liberté.

Hip.g) = Hotp.g) = Ul (3.33)

ulll
“ ‘62 1 7 a9 - . .
Haip.q) = 5 T Smeq (3.3

et le potentiel {71q1 est un polvnome paire de ¢. [.a fonctionnelle génératrice des fornctions

de (reen est

ZuJ} = (01T (ex 0ttty gy (3.35)

:

oit U est 'érat fondamental de H. (t) = exff* Ge=af*. Jit) est une source sannulant
a Uinfini. et T est le produit chronologique. Dans (3.33). l'intégration se situe entre
—x ot —x. La fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connexes est definie par

W) = —hinZ\J] et la transformée de Legendre de 117[.J] donne [lg; qui génere les
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ionctions de Green une particule-irréductibles [453]. [[q] s'appelle aussi I'action effective.

En indiquant que ¢ est la variable conjuguée associée a J. l.e..
SWJ]
()= —— (3.36
v §J(t) '

(3.37:

nous définissons
H@:Wﬂ—/aqu@
) i';( ti= ‘“j,rtj.“

ot ./ devrair etre considérée comme une fonctionnelle de g en inversant la relation (3.36 .

l.a fonctionnelle T]q] représente 1'analogue de l'action classique.
o [ 1, . ,
bz.qujdt smg it — Vigith

ot Vigr = tmuigm = [(q). et peut étre écrite sous la forme
[lgl = Slqi — Tilq) 1339

il

avec [”r{w = ).

A\ partir de la dérivée fonctionnelle de 'action classique par rapport a ¢tf). nous

vhtenons 'équation du mouvement d'Euler-Lagrange
-
+3.-10¢

ull &/ N TPY
oqt “

)
f[)

De la méme manieére. la dérivée fonctionnelle de 1'action effective [[q| par rapport a ¢t

donnee par i3.36) conduit a
© 0 AT g
@ _ —J(t) RIS

Certe équation peut éire écrite sous la forme

mqiti—d,Viqt — ,m‘qj:.]m
‘ aqlt)

[+ ¢. admet une expansion en puissance de /i et ses coefficients sont représentés par

des diagrammes de Fevnman comprenant des boucles. Nous pouvons alors interpréter
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I'équation intégro-différentielle (3.42) contenant des corrections quantiques comme une

perturbation de 'équation du mouvement classique.

Afin d'interprérer les solutions de (3.41). nous écrivons Z[.J]. définie dans {3.35:. dans

l+ forme équivalente
Z0 = (0 L1+, —c)|0) = (0! T (e~ [#H=iJtly 05 (3.43)

oL /'jf: t..t,1 est 'opérateur d'évolution du temps ¢, au temps ¢, dans la représentation
de Schrodinger et en présence d'une source extérieure J(#). Notons qu'en mécanique

auantique Jit1 est une force extérieure. La variable conjuguéde a .J est alors

r;a;J]IC'ﬁ(t.O)'N?“-O)Uiﬂf’

it = — (3441
! ‘el
O]
ay) = W01 =x.0) i3.43)
Sy = U0 —x)i0) 13,461

Gieneralement. les états | Jry) et apy; sont différents. git) est un élément non-diagonal de la
mairice repreésentant opérateur ¢ entre deux états évoluant en présence de la source Jit1.
Jar suite. la solution de (3.4l peut étre une valeur compiexe. Dans le cas harmonique
[T constant. 13y, et {agy) sont des états coherents et coincident. a une phase pres.
s Jicr = 0. on J est la transformée de Fourier de la force extérieure. Dans le cas
anharmonique. des conditions compliquées devraient etre imposées sur .J de facon a ce

aie jes deux états coincident. Si ces conditions sont satisfaites. g(¢) est alors la valeur

movenne de ["opérateur de position.

3.3.2 Dévelorrement de I'action effective en boucles

Laction eflective ne peut pas étre évaluée exactement dans le cas des systemes anhar-

rmoniques. L.e.. [1g) = constant. ['ne approximation semi-classique. couramment utilisée.
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est I'expansion en boucles [46. 47]. Ce schéma d'approximation consiste en un développe-
ment de [g! en puissance de fi. A l'ordre le plus bas. I'action effective coincide avec
Maction classique. alors que le terme a l'ordre d une boucle s’exprime sous forme de déter-

minant fonctionnel.

Pour obtenir ['expansion en houcles. nous exprimons Z[J] sous forme d une intégrale

de chemin 48 13.43) s'éerit comme

. {0g|T e & [T toten—dole) ()]0, o
ZiJ = —— (3470
| ',/OQiT(C-foLMQ“””O())

ol gt = ¢ 717 G e =xFot or 10, est 1'état fondamental de Ho. (3.47) est équivalente a

514 () 7 g
Z[-/j = . . i = |]--1S |
R ) 70 )

J=0

on Zy.J/ est donnée par l'intégrale de chemnin {9,

l’"- —TL 3 d(t)q(t)]
Lo = lllh /dz dy/ qlle o7 Sl TR =Bt 0l )J;Ull’};oly} i3.49)
[l covrs = 10y, et dlgl¥ est la mesure fonctionnelle sur I'ensemble des chemins satis-
gz
talsants aux conditions aux limites gt—1} = z. gt 1) = y. L'intégrant dans (3.49} peut étre

régularise. a cause de sa forme purement oscillatoire. en remplacant « par w, = o1 — 121

avee = — 07 48;. En comparant (3.43) et (3.49) nous obtenons:

ZJ = lim lim 13.50)
[drdy [ d[Q]ieﬂ-"“‘:i—?é'm"%‘? H=ClalN =] S ooy
- . vy i [T gimoaz ol (ot |
j drdyj d{q‘iéﬁ"f‘rh-z () i) =Uigl ”‘l;o(-rj;o(,yl

Appliquons maintenant |'approximation de la phase stationnaire ( voir la section 1.3.2)

a +3.30 en faisant une expansion du numeérateur autour de la solution gq(t} de

mgplti = ~mulqoiti — U Nqolty) = Jit) (3.31)
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aul s'annulle lorsque 1| — x. Nous trouvons

AV ¢ v Staol+ [ dtJ(t)aale)) (3.52)
= [T A3 0= 397 (0= S0 (90(61)6°(2)]
o dlgid e =T ¢ ™ :
< lim lim J digis
r=0+ T—x fd qloezﬂ JEr dtld () —w2qte)]

Notons que les intégrations sur r et y disparaissent parce que Zgi.} est proportionnelle a
RY

v dans la limite classique A — 0. En effectuant 'intégrale gaussienne dans 3.52) nous

SVOILS
ZiJi ~ entShol+[ i) (3.53)

, “det (=92 — o2 — LU goit))
lim lim - ,\'q V)
e—0* T—x det (=07 — <)

ol les opérateurs différentiels agissent sur les fonctions y(t1 avec des conditions aux limites

de rvpe Dirichlet. yi=Tv= yiTi=0. A partir de {3.53) nous obtenons

] = Mol + hiWige) = O 15 3,54

Gl
ol = Slqo] = / diJitigoit) ~ O () 3.5,

[
Wigo, = lim lim %l“ = (_dr;et :a._ —Cg ) —ow 13,561

C‘omme 7./ est déterminée. nous devons en principe effectuer la transformation
de Legendre fonctionnelle (3.37) dans le but de calculer ['gj. Pour cela. il faut d'abord
vesoidre 13.310 pour exprimer gg en fonction de J. puis inverser 13.36) pour avoir .J en
fonction de g et par suite la relation q[go;. Il est clair qu'il est impossible de realiser
I'ensemble de ces opérations d une maniere exacte car il v a unc opération qui consiste a

resondre U'équarion du mouvement non linéaire {3.31).

Par contre. nous pouvons déterminer ['q| de la méme facon que H7J.. La forme du

iéveioppement de gl en boucles est

Ulgi = Toiql +~ AT iq] + A*Taigl + ... 13.57)
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A lordre zéro en . d’apres (3.36). nous avons

WS W

6.J 5 "0 =00 (3.581

LLa relation fonctionnelle gigo} est triviale a I'ordre zéro en A et le premier terme dans

1397 est donné par

Colgl = Sig; (3.59.

Dans ie but de calculer les termes d’ordre supérieur. posons ¢ = qy — Ag’. Nous obtenons.

Uy —Colg = WS —/dtqm.fm_ Coldi

Stqgo) -—-/dtqolt)./(ti ~Tagq] =

[Ln posant

[gs = Stgy) - /dtqoqt).]ltu. [q = ro[(lf*/dtq(tl.]ih

236600 devient

B [ -2 1 R 1 A ,"'
_ﬁ'/dt [émq’ l'tl—; (m...,'-—T[ [(I()(t”> q-]

-hWyg—hq" =R WLl = O (R 13.61;

Apres une integration par parties. nous avons

.. - 4 . s . [—2 ’ ) ) S, . '
[y = Tog = 511.1_(,_.—.5-11.2@5—f—)/du; (—md? — mae = Cigoit)) g

L 6Wg)
—p Uy o (i) 1362,
2q

[La comparaison de 13.57) et (3.62) donne

Fig. = Wig]
N .- . r]. -2 'l ’ 1 - 12
Fig = g —fdt [;mq’ - = (m.u; ~{ lqux‘f)}) q
21 g
22 -“‘(Hq’ (3.63)

g
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Pour déterminer [y gj. il est convenable d'éliminer ¢’ de (3.63). A l'ordre zéro en A. nous

CTIVONS
/ e . oWy
qg = l/ﬁi_q—qojzl/ﬁ[ O_J"q'—qg]
_ 0Wiqe] 9g0
qu ’5-]
(5”1[([0: 9 5 N \ L
= — ar + o+ (¢
0({0 (m . m c Iqu ])
AW ql N , o -1
= ——.”—q—l(—ma;—m,;:—(. lq(t}l) (3.6
oq N

["2:q a l'expression finale suivante:

. ... 1oWyql . aW gl
f;lq! = H»'_‘j_ql——( .llq"[\-lf(,\—.—lkq;
U : 2 aq aq
Lo yWilal . s gl .
= Wy - —// ARTLIPACITPEA I LR (3.63:
P2 aqitr - Y [N
o AL, st le novau svymétrique

Ko = (=mdd, — mo] = ["iqut))) dti — s i3.66"

A Vaide de 13,371 et 13.63) I'action effective a [ordre d une boucie est donnée par

Mg = Sigh=hiig =0k (3.

(VM)
(@)

2]

SR det (=37 = = = LU qten1) | ,
5.@!"% lim lim ln< et (¢ f w4 )) =~ Oh™

2o T—x det _d:l - "‘:3)

4 Dinchles; =T
3.3.3 L’exransion dérivative de 'action effective

[."action classique S'iqi est une intégrale sur le temps du lagrangien dépendant de git) et
g1t . Par conséquent. | 'équation du mouvement classique 13.40} est une équation différen-
tieile  Mais Paction effective [[qi dépend du temps d'une maniere non locale. L'équation
variationnelle 13.411 est alors a son tour non locale. Par contre. si ¢(t) varie lentement. i

st possible de développer [[g] autour d'une valeur constante de ¢ fexpansion dérivative
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=1
ke

49, 30}1. Dans cette expansion. [[g] est écrite aussi sous forme d’une intégrale sur le
temps d'un lagrangien ayant la forme d'une série contenant des termes dépendant des

Jd¢érivees de giti d'ordre croissant:

: Z(q(t)) ., "
[y = /dr(—l.uqtt),x—————‘(,{, )JQ“HHAW(UW*(H—qumiq'm*---) (3.68

L'expansion dérivative (3.681 ne converge pas généralement. elle est uniquement valide
lorsque gity — constante. L'absence de termes impairs en g(t! dans (3.68] est due &

Jinvartance de Uhamiltonien sous le renversement du temps.

A\ [exceprion de 1. et Z. tous les termes figurant dans I'expansion dérivative i3.68)

sont au moins Jd'ordre A:

1',_(q)=émq"_;"+['|’qi-h\;[qq)-—0(5"1 {3.69
Zlqlzr’;—‘—ﬁzltq;*omzi 3T
Alg) = A A(q) + O (A% 13.71
Biqi = hBiiq)+ Ok 13.72)

St l'expansion dérivative est tronquée a un ordre fini 2.V, ['équation variationnelle
aui fui correspond est d’odre 2.\, Nous avons alors un probléeme de Cauchy avec 2.V
conditions initiales. Ces conditions ne déterminent pas completement la fonction d’onde
nitiale du systeme. Des contraintes devraient étre imposées sur le choix de la fonction
“‘onde initiale 36,. L'expansion dérivative d'ordre deux s'écrit

. L Zigit)i .,
F_q;:/dt(—\_(q(tﬂ*iil—-q’lt}> (3.73)

Nous ailons déterminer 'expansion dérivative (3.73) en adaptant. a la mécanique
aquantique. la méthode 91 utilisée en théorie des champs quantiques et basée sur le

furmalisme fonctionnel euclidien.

Dans approche euclidienne. I'expansion derivative peut étre obtenu en utilisant la
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fonctionnelle génératrice des fonctions de Green euclidiennes
r ~i(s 1= 1T
. fd[q}f,e =(Se(q) f1:th)q(r)J;0(I,,_;0'\y’, dr dy 31
ElJ= N R L Y
Jdigitem#35bl giz 2y dr dy
ou l'action euclidienne Sg{g] est définie par
SEg = —-m - —m« ) —C } SN
SElq dt | =mgq(t) sm=qi(t) + Uigith 3
. . . o o SW el . . . . .
Fn posant We = fAlnZelJ et qit) = i_JJ_?*.\il nous introduisons |'action effective eucli-
dienne
Ceigl=WgiJ] - /dt.](th(ti (3.76
Par analogie avec les résultats de la section (3.3.2). a ['ordre d'une boucle nous avons
T RSl
N - . h det r5q(tqufs): 4 -
rg"l_q_!z —>e|q - 311’1—'—:‘.—-.—‘_':-——-2'--‘7'0(5“1 (3.7
2 det | ‘A)‘.S;-; 0l :
LJQ(S)JQ(SD_‘

‘e . Vo gve . ‘:':S ) .
on Poperateur différentiel ‘qTTj'nL.U;“. est donné dans la forme

r;"‘ SE i‘qJ

———— = —mf = mut =9 it it — s (3.7%)
DqLtiogls) - ' :
[.'expansion dérivative d'ordre deux de i'action effective est
-~ r I '1|
[elq) = —/ dt l}’gq(t)) - EZ(qltH(]"fMJ (3.7

ot Logret Ziog) sont les méme fonctions que celles apparaissant dans i 3.68).

In combinant i3.77) et 13.79) et en prenant q(¢) constant. nous avons la version
cuclidienne du potentiel effectif

. 1 3*Selq] L, 5*SE0
/cff\ﬂlql = 5 Indet OB L de l'—E———]—— 13.30)
) 2 oqitidqis) aqItioqls]

2

42
I
-
)
<}
o2

Avec 'analogue fonctionnel de l'identité Indet valable quelle que soit la

matrice nermitienne £ nous arrivons a

- Seiql [ 0°Sgig) | .
In det [T—E..ﬂ_‘ =trin ——-——E-i {3.81)
L0q|tloq{5) aq 3 )
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St nous utilsions les notations de Dirac nous avons

e 2 1‘2"' < B / "2; 2, l. -, o . a9 an
(—d: -t - ;dqi (q)> At — =) = (1] <P +wt+ ;d?l qu) IS (3.82
ot l'opérateur P est défini dans la base {|t)} par (t|Pls) = —i%d(t — s). (3.80) devient
. 1 ) B l,-» . . —— -~ 5N
/dt\ﬂl_qy = ;/dt {(z‘lln (P’ et == (f,‘)) |ty — ‘tiln (P' —-‘-..:‘) lt';}
—-— m K

1 3.33
A Paide de la relation de fermeture | dpip)(p; = 1. ol Pip’ = p|p.. nous pouvons écrire

3

., Lo\ I o, S S
+n <[-"——,;:‘—4- —8:l(q}> it = —I-—/ dpln (p'——..."-——fk[ if{l) 13.84)
m W m

Pour évajuer 'intégrale figurant dans (3.84). nous appliquons la formule géneérale

/‘ ()1"-,,' ogipt =41 =~ [ 2L
J 2w da CEtpr - A
P L Tia=30\ | .,
= T (»(4:.—)“"3 [ia: ) & —
Li=%v 1

3.

[P 8)
Ut

-‘-17”"/2 ’,{—-n/l
ol nous avons utilisé le comportement de la fonction d'Euler. [le; — o quand a — 0.

fon prenant n = 1 dans (3.85) et avec (3.83). nous avons finalement

. LS ‘
‘-I'Q)zs(\/@'2;;65(_1([)—.‘:) i3,

(9.4
o )

La détermination de Zjiq) est un peu plus compliquee. A partir de (3.79) nous
constatons que Ziqi est le coefficient du terme contenant ¢(¢)? dans 'action effective.

Nous pouvons alors écrire (49]

i . 3 Seq) ' 3*SEiq.! .
/fz'tZlu,qM)lq‘itv:lndet —-E—Lq - (lndet T-ﬂ— ) 13.830)
: aqlt)oqls) . ogltiogls] /. .

Lo premier rerme de droite de (3.7} est essentiellement ['action effective a "ordre d une

boucle alors que le deuxieme est du au potentiel effectif. Le second determinant dans
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2

38T est a évaluer avec ¢. constante qui devrait étre remplacée par git) seulement a la
fin 19. Le terme de normalisation de Zg[./] commun a 'action effective et au potentiel
effectif est éliminé. Soient T et P deux opérateurs satisfaisant la relation de commutation
. P = avec les éléments de matrice (¢|P|s) = —i L8t — 5. (pITlg) = i%&(p —q). ot

’
'

. et :p.. . sont respectivement les vecteurs propres de T et P.

Ion ecrivant la différence de deux logarithmes d'opérateurs définis positifs dans la

furme parameétrique

>

. . * s . .
Ind-InB = / —-(c's’ —6"4’) 13.8%
]
nous arrivons a lexpression suivante
/:ileiq(ﬂb(}:lh 13,391
e d\' 2 N 2 52 N S y-
= /le / e mtmPiEmL B Uhihy L mem PR emat 2 U T
o 3

L idcée est de développer 920 (¢t T)1 au voisinage de ¢ en ne gardant que les termes quadra-
pper 92U (g1 g g .

tiques en gifrau plus. Nous écrivons alors

afl'iql T) = (’);('{q(t)'i - th} - O:lb(t) 13,90,

| —

o () =T =t ait) = f),afa'ﬂq\ti} et bit) = 0303['((1(0). Tous les termes proportionnels
4 (). avec n > 3 sont négligeables. Ils ne contribuent pas a la détermination de Z1q:.

Avee le développement 13.903. 13.89) devient

/dtZUqu‘ncf(t) i3.91

3

S _ 2820 (a2 L P2 L —imPis 1A% .
- / df/ e (mus+220(g(8))s) (-{IHC mP ’lt,‘v . (.fvE ImP=+Qa(t}=3Q O(t”dlt‘)
. Q :

Or. + e~ ¢ est la partie diagonale du novau de ['opérateur ¢~™F"* correspondant au

propagateur quantique libre alors que iti¢™(mF @ ITIQBEN 1 est |a partic diagonale

_;mPIAQg(:I—%Q35(:)]s

1 novau de |'operateur € . correspondant au propagateur quantique

«de Poscillateur harmonique. En insérant leurs expressions donne€es respectivement par
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Nous supposons que g constitue un couplage faible. ¢ « 1. D’aprés (3.86) nous avons

\;L(q)=§'[(1;;‘263("'(;)) "—L] (3.97)

Avec le développement de Taylor (1 - al'? =1+ ja - {a” = Oia® ot a = ;92 q1.

=

:3.97 1 devient

)

. g 2. g ca2pe 2 3
i, = —d:Ulq)— ——=— (3 - Ofg”
1] yme o lﬁm-’u:“"( ) 9
39 , Y¢° : :
= —iq'— )gvrf;(mgj» (3931
mw me.s

A la limite asymptotique T — x. correspondant a un temps d’amplitude large. ie

developpement des parametres du potentiel a 'ordre d'une boucle. s'écrit

. 3k 3y

dra = E_g; (g*h*) 13.99
muw

. gh : )

Sry = - (PRt 13,100
m-wx

o1 1y et ryosont respectivement le terme quadratique er le terme quartique apparaissant

dans e potentiel Vigy avant la forme (3.961.

3.3.4 Comraraison entre 1’action renormalisée et 1’action effec-

tive

In général. le développement (3.68) ne converge pas. De plus. du fait de la présence
ces termes derivatifs d’ordre croissant. 1'équation du mouvement {3.41) exprimeée sous la
forme de ia dérivée fonctionnelle de ['g(q] par rapport a ¢ n'a pas la méme structure que
I'¢quation du mouvement classique (3.401. Son intégration exige l'imposition d un nombre

de conditions initiales supérieur a deux.

[ci. nous suggérons de décrire I'amplitude de transition en mécanique quantique par
tine action renormalisée ou une action quantique avani la méme structure que |'action

ciassique mais avec des parametres différents. Cette action quantique est différente de
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'action effective dans les aspects suivants: nous postulons que l'action quantique est li-
bre de termes dérivatifs tres élevés. Laction effective est donnée par la transformée de
Legendre de 'amplitude vide-vide < 0. +x 0. —x > et interprétée comme |’énergie de
i°rar fondamental. Elle correspond a une amplitude de transition de temps infini alors
ane action quantique est définie pour un temps T arbitraire. En fait. notre définition
de Tacrion quantique est reliée a la méthode fonctionnelle de Schrodinger appliquée en
theorie quantique des champs '32]. Cette méthode est utilisée aussi en théorie quan-
tique des champs sur reseau ou les effets de volume fini sont exploités pour déterminer les
parametres renormalisés et leur évolution avec 'échelle :33]. En choisissant des conditions
anx frontieres appropriees sur les champs et en faisant varier la taille du réseau il est pos-
sible de déterminer numériquement les parametres renormalisés (la massc. le couplage. le
facteur de renormalisation de ['amplitude du champ Z. etc.). Nous n'avons pas de preuves
e Uexistence de l'action quantique mais nous allons donner un argument numeérique cn

<a faveur.

3.4 Validité de la conjecture: Argument numérique

3.4.1 Algorithme

(‘onsidérons un syvsteme a un degre de liberté en présence d'un potentiel local. Nous
proposons de dérerminer numériquement !'action quantique qui lui correspond. Pour
!

cefa. il faut d’abord évaluer le propagateur qui dans la version euclidienne s'écrit

§B¢E

55|qt.il) i3.101.

o) o—

Gerqa.ty.ge.tgr = / digi.ilexp (—

T84

ol

‘e dgts)\° ..
_\"E:-/ ds ?( ((I[\) = Vigisn i3.102)
t4 = S
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<3
est |'action classique dans [a version euclidienne. (3.32) devient alors
., - - ~. l - -E ]qa-ts ’
GElqa.tagp.tp) = Npexp % Selggi) i3.103)
T4

Dans «3.103,. I'action euclidienne S¢ est donnée par

- ‘e m(dqisi\® -
35=/ s -;( (51:)') —Vigisn (3.104

A
I.e passage du temps réel au temps imaginaire fait que l'action euclidienne Sg differe de
~ par le signe du potentiel ainsi que S¢ et 5. Désormais. nous travaillons dans la version

~uciidienne de 'intégrale de chemin en omettant l'indice £.

Spécifions tout d'abord la classe de potentiel. Soit une particule non relativiste de
masse m. soumise a un potentiel local V{¢). Nous supposons que 17(g: est positif. avant

ine borne inférieure et donné par la forme polynomiale

N
Vigy =Y e.q 13.105
1) 7 "-q
n=l
[."action classique est paramétrisée par m.vy.. ... ry. Nous fixons le potentiel corre-

spondant a l'action renormalisée par la forme suivante

N
Figr=> g 13.106)
n=0
[."action renormalisée est paramétrisée par m. ly.. ... ty. 13.103) se réalise. une fois
aue {es conditions aux limites g(t4) = ga. qltg) = gg sont fixées pour un intervalle de
temps [ =ty — {4 donne. Soit
P=Aq..... qs} (3.107)

un ensemble de points appartenant au bord du domaine d'espace de l'évolution de la
particule. Pour chaque temps T = tg — t4 et une paire git4) = g4. qitg) = gg telle
aie g4.gg < P nous calculons le propagateur quantique euclidien que nous notons G,

irq..q.. [, Notons aussi |'action euclidienne le long du chemin classique ¢, par &, =

—1;



(V4]
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<, . .:!_T , . 9. . . " .
Siq.i 3. Etant donné que le facteur euclidien de normalisation .\" ne dépend pas de

Gty = g4 et quitg) = gp. nous le substituons dans

S =S~V (3.108
13.1031 prend alors [a forme
(i, = exp (“:ffbv) oLy =lod 13.109

13,1091 représente 72 + O1J) équations indépendantes déterminant l'action quantique

alors que cette derniere dépend de .V — 2 parametres.

Nous avons choisi un nombre d'équations supérieur au nombre de parametres a déter-
miner. Dans ce cas. 13.109) est un systeme non linéaire surdérerminé. Pour le résoudre.
nois avons utilisé la methode des moindres carrés qui consiste a trouver une solution de

23,109 correspondant 2 un minimum de \° défini par !

td

J
V= Y G, —expi= S ol B0
=l

Dans 31101, 7 est une fonction des parametres de ['action quantique. \*(rh. q. .. .. Tl

3.4.2 Potentiel harmonique

Nous avons calculé le propagateur quantique euclidien en utilisant deux meéthodes dif-
ferentes. a savoir la méthode Monte-Carlo décrite au chapitre 2 et ['équation de Schrodin-
aer. Dapres la formule de Fevnman-Kac. quand le temps T est large. |'expression asyvmp-
roticque du propagateur quantique est dominée par la contribution de I'état fondamental.

[« resolution de {"équation de Schrodinger nous a fourni un nombre M de valeurs propres

(= probleme revient a a considérer la fonction non linéaire f : Z™ — Z™ avec m > n et i chercher

ane =oiution de fir) = 0. Comme il v a plus de conditions que d'inconnues. la solution est déterminés

=0 muunimisant o firifie.
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W

ietat fondamental plus M — | premiers états excités) et les fonctions d’ondes propres cor-
respondantes. ['ne somme spectrale sur ces M états quantiques nous donne l'expression

asvmptotique du propagateur.

La dérerminartion du minimum global de (3.110). revient a résoudre un svsteme non-
linéaire surdétermine. Pour ce faire. nous avons applicqué la méthode itérative de Gauss-
Newton. A chaque itération. \ - est évaluee en déterminant |'action if“ Le calcul de cette
derniere nécessite de trouver le chemin classique. solution de 1'équation du mouvement

dans un temps imaginaire
o‘\:‘sué

— =0 (3111
f)q

assujetie aux conditions aux limites
qityi = q. qltg) = q, (3.112)

Les équations 13,111 et 13.112) forment un probleme aux limites iequation différentielle
avee conditions aux bords). Pour le résoudre. nous avons utilisé la meéthode de tir mettant

en jeu 1alegorithme de Runge-Kutta et 'algorithme de Newton-Raphson.

["oscillateur harmonique correspond a Vig: = 2g°. ra = 1 2 iavec les parametres
nm = . =/h =1 Le chemin classique. l'amplitude de transition et |'action renormalisec
<omt connus analvtiquement. § = 5. Le cas du potentiel harmonique sert i tester nos
algorithmes. ['estimation des erreurs statistiques sur les éiéments de matrice G, et leurs
influences sur la propagation de l'erreur sur les parametres de l'action. Les points P =
Sy, qs} appartenant au bord sont équidistants le long de l'intervalle —bh.bi. Les

resultats sont resumds dans le Tableau. 3.1.

3.4.3 Potentiel anharmonique

Afin de comparer nos résultats numeériques avec ['expression analvtique du potentiel effec-

vif déterminée en appliquant la théorie des perturbations. nous avons consideré ['oscillateur
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fm ; L'.O : l'—l Ltg \2 1 b
Exact 1 1.186055 0 0.5 j
Fit 1000000 | 1.136055 | 0.000000 | 0.499995 |
Fit MC 1 0.9998 | 1.1854 0.0000 0.5015 ! 10.88 | 1
Frreur 0.0002 0.0006  0.0013 | 0.0028
Fit MC 10001 11835 0.0000 |0.5005 | 23.71 2
Erreur  0.0001 00007 | 0.0012 | 0.0012
Fit MC 10001 11825 | 0.0000 | 05003 {25413
Erreur  0.0001 0.0009 0.0013 ; 0.0008
Moyenne  1.0000 | 1.1338 0.0000 \ 0.5007  20.0
Erreur  0.0001 ‘ 0.0007  0.0013 0.0016
Tublean 3,10 Les parametres renormalisés du potentiel harmonique. \'ig) = ;4% avec
m=1i.5i=1et =1 Comparaisonde S avec S.
narmoniqie en presence d une perturbation anharmonique faible
Vigy = raq® = Avyq? (3. 0130
avec o = 1.y = L et A « 1. Dans les Figure 3.1 et Figure 3.2. nous présen-

tons ia dépendance des parametres renormalisés m. Ug. 2 et &y en fonction du temps
1o Uamplitude de transition T dans le cas de A = 0.01l. Ces deux figures illustrent la

convergence des parametres avec le temps 1.

En faisant varier le parametre A le long de l'intervale 0 < A < 0.1 (pertubation faible).
nous avons caiculé numeriquement ['action quantique (au temps de transition T = 4} et
Favens comparce avec les prédictions de la théorie des perturbations de ['action effective
& [ordre le plus bas iéquations 13.99) et {3.100}). Les résultats sont présentés dans la

Figure 3.3. Nous constatons que le potentiel effectif et le résultat numeérique du potentiel
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(1]

de |'action quantique sont trés proches. Le désaccord a A ~ 0.1 est du a la négligeance

des termes de correction d’ordre supérieur dans la série des pertubations.

3.4.4 Potentiel quartique

Maintenant. considérons une interaction de la forme
Vigi=vyq'. vy=1 i3.114,

avec les parametres

m=w=~h=1 31151

Nous avons calculé numeériquement l'énergie de 1'état fondamental. £, = 0.667936.
ot la variance de la fonction d'onde. vary = 0.287333. A partir de ces deux dernieres

quantites. nous introduisons une échelle de temps et une échelle de longueur.

I.=hEqg=1497. L. = rvaro=10.5360 13,1164

Dans le domaine 0 < 7 < 2. nous avons calculé le propagateur par Monte Carlo avec
Novew = 4000, Ny, = 2000 et N.,,; = 1000 alors que dans le domaine T > 1. nous
Vavons calculé a partir de M états quantiques en résolvant ['équation de Schrédinger.
Nous avons pris M =30 danslecas 1 < T <2et M =7 dans le cas T > 2. Concernant
la determination de S[q:l nous avons du resoudre les équations du mouvement classique

avec un nombre de pas de 'ordre de 20 000.

Les résultats du cas T = 0.5 sont présentés dans le Tableau. 3.2. Nous remarquons

Gues

11 le terme linéaire et ie terme cubique du potentiel renormalisé sont compatibles. dans
les limites des erreurs statistiques. avec la valeur zéro. C'est une conséquence de la

conservation de la parité.
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5
MG
4 - = A E.S. 30 érats -
9  E.S. T états
- 3- = ToooE -
Lo
2 - = -
1 - T = e =
0
0 1 2 3 4 5
1.004 - -
M.C. ,
1.002 - A E.S 30états T -
¢ ES 7états
1 - — -
'.::.:III .
. ‘: _‘.,. L . —_—
m 0998 - T IR *
— * *
0.996 - - -
0.994 - —_ -
0.992 - -
0.99
0 1 2 3 4 5
T
Fizure 3.1 La masse renormalisée et le terme constant du potentiel harmonique

plus une perturbation anharmonique. 17ig) = ¢° - A¢% avec A = 0.06l. m = |

»t h = 1. m et ¢ en fonction de T.
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0.0105 — — — = — —
i
nl
0.01 - : : I : _7_ * .L /:; > 1 (i} (:, -
Ly T—
0.0095 - - - - L -
2 \.C.
A E.S 30 états
‘1:; E.S. 7T états
0.009
0 1 2 3 4 5
1.02
1.015 - - T -
P S A RN
A - — _—
' ] A — i
- 1O _ 8 \MC
L A E.S 30 états
=5 ¢ LS Ttas
1005 -  * -
a
-
1
0 1 2 3 4 5
T
Ficure 3.2: Les termes quadratique et quartique renormalisés du potentiel har-
monique plus une perturbation anharmonique. 1{'(gyi = ¢° = \q? avec

A=00l.m=1let hi=1. 15 et ryen fonction de T.
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0.2
0.15 A Résultats numeériques ~
*  Théorle des pertubations -
e 0.1 - — -+
| T=1.0 e "
0.05 - * ~ -
0% Ak -
-0.05
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
1.3
Y Résultats numériques
12 - = Théoarie des pertubations >
.') -
- 1.1 > -
¥
19 ¥ -
0.9 ’ -
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
1.00 ——-
10 — -
—_— o T=4.0
m -
0.99 - . -
. —_—
0.98 - - ° -
— ®
0.97
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
A
Fioure 3.3: Le potentiel harmonique plus une perturbation anharmonique. {7y, =

g~ = Agtavece m=1let A=1. m. t»et vy 2n fonction de \.
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(11 un terme quadratique. absent dans 'action classique. a été généré par l'action renor-
malisée. Les coefficients varient légerement avec les différents intervalles [—b. b]. Le terme
quadratique est sensible. il manifeste une fluctuation considérable par rapport a sa valeur
movenne. En prenant .J = 6. la valeur de \* est de l'ordre 36. (\?/.J? ~ 1. Ce résultat
»<t en faveur de la validité du fit. L'algorithme fonctionne bien a partir de lintervalle
-1.0.-1.07a -3.6.-3.6]. D'une part. si I'intervalle est petit. avec des conditions aux bords
. <7 1. les termes g7 et g* sont difficiles a distinguer. D autre part. si I'intervalle est trop
large avec des conditions aux bords ¢, > 1. ['expression “exp{—¢*!" que nous avons traitée
comme une observahle dans l'algorithme de Monte Carlo devient tres petite. De plus. le
terme quartique dans ['action renormaliseée |'emporte sur le terme quadratique. ce qui
renid ce dernier difficile a distinguer. La précision numerique est limitée par les erreurs

aur les éléments de matrice calcules par Monte Carlo.

L.a <tabilité des parametres renormalisés sous la variation de l'intervalle [—b. bi con-
tenant les conditions aux bords a été observée aussi pour d'autres valeurs du temps T.
Nous preésentons dans la Figure 3.4 et la Figure 3.5 la dépendance des parametres
renormailsés en 7. En se basant sur les données numeériques. nous observons que leur
comportement change d'une maniere qualitative avec le temps. Nous distinguons 3 re-
vions: 11 0 < T & Ty ti) T = Ty et tiil) T >» T,.. Quant T est au voisinage de zéro. les
naramerres renormalisés ne different pas des parametres classiques. 'action renormalisée
ot Vaction classique coincident. L'exception est ¢y a T = 0.1. qui vaut 10% de la valeur
classique. (‘¢ probleme n'est pas d origine physique mais est plutor da a la limitation de
le précision numérique trappellons que le propagateur tend vers diq — goi quand T — Q1.
Lorsque T x T,.. m. &» et ¢y changent d'une maniere remarquable. Quant T est large.
T > T. . les parametres renormalisés convergent asymptotiquement. Quand on augmente
1 au-dela T,.. nous avons constaté que la stabilité de la solution exige une croissance ex-
ponenticlle du nombre de pas dans le calcul de 'action posant ainsi un effort numeérique
considérable. Dans nos calculs. nous nous sommes limités a T = 3 ou le temps de CPU

et raisonnable.
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m s P R s LUy b

Fir MC 0.9936i3) - LITLL{18)  0.000(7)  0.440(18) : 0.000i16) | 0.982(231 1.0
i MO 0.9938021 0 116650191 | 0.000(7)  0.488(15) | 0.000(13)  0.954(15) , 1.2
Pie MC - 0.994102) 1 1.1695(20) | 0.000(71 | 0.466(12) : 0.000(11) | 0.975(10) | 1.4
i MO 0.9940021 ¢ 11696(21)  0.000(3) . 0.469(10) | 0.000(10) : 0.973(71 1.6
Fit MC O 0.994402) © 1.1634123) | 0.000(3)  0.458(95 , 0.000(9) | 0.984i51 1.8
Fir MO 0.994202) L1679(25) : 0.000(9)  0.459(9) * 0.000(91 © 0.986i41 2.0
Fir MO 0.039(20 - LIT2126) | 0.000(9)  U.H918) | 0.000(8)  09924; 22
Fir MO 0003325 L1639(27, | 0.000(10) 0.460(9)  0.000(3)  0.987(31 2.4
it MC O 0.9942031 116640291 1 0.000(11) | 0.447(91 1 0.000(3) - 0.993(3) 2.6 |
Fir MC 0993831 LIT38(29)  0.000(12) | 0.432(10) * 0.000(S1  0.998(31 | 2.3
Fit MC o 0.9946(3) - L1T05(31) | 0.000(13) | 0.435(101 . 0.000(9) - 0.990(3) : 3.0
Fit MO 0.994004) LIT020341  0.000(131  0.46L(11) * 0.000(9)  0.984(3i 3.2
Fit MC O 0.994304) LI645(37) | 0.000(15) 1 0.460(11)  0.000(10} ' 0.985(4) | 3.4
Uir MC 09949051 1.1605(41) | 0.000(16) | 0.433(12) : 0.000(111 ' 0.973(4) 3.6
Moyenne  0.9941(3) . 1.1635(27 | 0.000(101 | 0.458(11) | 0.000(10) | 0.983(7

Tableau 3.2:

Les parametres renormalisés du potentiel quartique. V'ig) = 4% avec m = |

~t h=1.
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1.4
- MG
A E.S. 30 états
12 - — ¢ E.S. T états
T -
) —_
1 - == -
0.8 - = .
0.6
0 1 2 3 4 5
1.1
a \MC
1.05 - Ao ES.30états
¢ ES 7 éats
1 -
-.-t
- R o
1 .95 - + -
v
0.9 - = -
0.85 *
. - I —_— -
Ad + =
0.8
0 1 2 3 4 5
T
Figure 3.1 La masse renormalisée et le terme constant du potentiel quartique.

Uigp=qtavecm=1et h=1.
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1.5

0.1

1.4 -

—
1<

°

[0¢]

Fiaure 3.5:

= - = = MG -
& E.S. 30 étacs
~  E.S. T érats
0 1 2 4 5
- 4 » * &=
- &x
I B MC
. o -
. A E.S. 30 états
- 2 ¢ E.S. Tétaws -
1B _
o
Ll
0 1 2 4 5

Les termes quadratique et quartique renormalisés du potentiel quar-

tique. Vig) = qtaveem=1let A= L.
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3.4.5 Double puits de rotentiel et instantons quantiques

Depuis le milieu des années 70. certains aspects non-perturbatifs des théories de jauge. re-
iics a ['existence de configurations classiques des champs ayvant des propriétés particulieres.
ont ~1é ftudics. Les instantons forment un type de configurations intéressantes [57. 58
Dans un premier cas. ils correspondent aux solutions auto-duales ou anti auto-duales
des equations de Yang-Mills dans un espace euclidien. Les instantons doivent étre inclus
dans I'intégrale de chemin définissant la théorie. et contribuent aux différentes quantiteés
physiques par des termes en exp{—S8n=?);¢" 1 1pour une contribution a n instantonsi ca-
ractéristiques de leffet tunnel. Ceci est a comparer aux termes en ¢g* générés par la
série de perturbation. Les contributions des instantons ne sont pas toujours négligeables.
St les instantons ont joué un role dans la compréhension qualitative de ia physique non-
pertarbative de la QCD tle confinement. la résolution du probleme (¢ 11 [39] ;. ils n’ont pas
permis deffectuer des calculs quantitatifs. En fait. pour calculer les fonctions de Green.
nrie infegration sur la taille de I'instanton est nécessaire et les grands instantons donnent
en gencral une contribution infinie. On peut comprendre ce probleme en se rappelant
qu’a grande distance. la constante de couplage tend vers l'infini. et que dans ce régime.
HICMe une approximation nen-perturbative mais de tvpe semi-classique comme le calcul
«'instantons n'est plus forcément valable. La quantification des instantons nécessite une
approchie non-perturbative. lci. nous suggérons comment déterminer 'instanton quan-
tique dans le contexte de la mécanique quantique {17. 138]. Nous considérons une particule
a un degre de liberté de masse m interagissant avec un potentiel quartique avant deux
minima de profondeur égale 1 double puits de potentiei). Les deux minima sont ['analogue

du vide dégenéré en théorie des champs. Le potentiel
Vig)= A"(qg" = a* )" 3T
& deux minima localisés a ¢ = a. Nous avons choisi en particulier le potentiel

il

——q +=q {3.11%

| —

Vigi =

1
t
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m 1 Yo i t | Ua 6 13 t Us . interval
Fir MC0.9959(1)  15701(54) | 0.000(2) | -0.739(5) : 0.000(2) ' 0.487(4) | [-1.2.+1.2
Fir MC 0.99612) | L3T14(17) | 0.00002) | -0.747(10) 1 0.000(2) | 0.489(7) | -14.=1.4
Fir MC 0.996L1) | L5732(11) | 0.000(3) | -0.760(5) ~ 0.000(3) | 0.499(3) | [-1.6.~1.6
Fit MC 09959011 | L5T13(10) | 0.000(2) | -0.747(4) ~ 0.00012) | 0.495(2; | [-18.~1.8
Fit MO 0995911 | LATH(1L) | 0.000031  -0.75414) | 0.000(2) | 0.498(2)  -2.0.+2.0)
Fic MO 09959021 1.3694(19) 1 0.000(2) . -0.739(6) | 0.000(2) 0.492(3) -« -2.2.-2.2
Fir MO 0.9964021 | L5718(16) | 0.000(31 | 0.745(6) | 0.00002) § 0.491(2) | -2.4.-2.4
Fit MC 09962031 1.5685(181 1 0.000(2) - -0.740(7) £ 0.000(1; | 0.492(3)  -2.6.~2.6
Fit MO 0.9963(20 L3731(7) 0.000(0) -0.742(2)  0.000(2) | 0.492(11  [-2.8.-2.8
Fit MO 0.996603) - 1.5695(2)  0.000(41 - -0.744(3) | 0.000(3) . 0.492(2)) = ©-3.0.-3.0;
Moyenne  0.9961021  L3TIO(IT | 0.000(2) | -0.745(61 © 0.000(2) | 0.493(3)

lableau 3.3: Les parameétres renormalisés du double puits de potentiel. 1iq) = & -

g - :i,-q“ aveem=let h=1.

correspondant a 4 = 172, @ = 1. Nous avons pris m = | (A = 1}, Le double puits
e potenile]l possede un instanton comme solution de ['éguation du mouvement classique
dans un espace euclidien. avec les conditions initiales gt = —xi1 = —a. qit = —x) =0
-

. donne par

¢ t)=atanh[y/2/m A a t] i3.119)

(Cet jnstanton classique évoluedu point q = —aaf = —x aupoint ¢ = —gat = —x (vair
la Figure 3.61. La difficulté dans la détermination de i'instanton quantique est due aux
relarions dincertitude d Heisenberg. [l n'v a pas de solution quantique qui corresponde
aux condirions initiales de l'instanton classique. On rencontre le méme probleme dans la

définition de 'exposant de Lyapunov en chaos quantique. en conséquence de quoi. on ne
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1]

peut pas appliquer les concepts du chaos classique.

[."idée de 'action renormalisée ou l'action effective.

- i
b=/dt =g’ Yuq (3.120)

=

nous permet de définir I'instanton quantique. Notons que des termes d'ordre supérieur
devraient 2tre inclus dans 13.120). Nous nous sommes resireints a un polyndéme de degré

(uarre pour une question de simplicité dans le calcul numérique.

Les resultats de l'action renormalisée déterminée & T = 0.5 sont présentés dans
l» Tableau. 3.3. Les parametres semblent étre indépendants des conditions aux limites

distribudes le long de ['intervalle [—a. +a.

Les parametres de l'action renormalisée en fonction de T sont présenteés dans

Figure 3.7 ¢t Figure 3.8. Dans le cas du double puits de potentiel. £y = 0.563393

et [, = 1.7359. La masse change légerement dans la région 0 < T < T,.. Mais elle subit
une chnte dans la région Ty, < T < 7 et se stabilise a partir de T > 7. L’ensemble des
paramertres converge asymptotiquement quand I'/7T,. devient large. Dans ce régime. les
parametres renormalisés ne changent pas quand les conditions aux limites varient. Mais
la région du temps T large est le régime de l'instanton évoluant de t = —x< a { = ~x.

Nons sugegerons alors la définition suivante:

Définition de l'instanton quantique: L'instanton guantique est la solution de |'action

renormalisce dans le régime de la convergence asvmptotique avec le temps 7.

Prenons par exemple T = 0.3. nous avons m = 0.9961(2). tq = L3VI0NIT). & =
0.000: 21, 0y = =0.745(6i. 7 = 0.000(2). ¢y = 0.493(3). En ajoutant une constante. le

porentie] renormalisé peut étre exprimé par

Viey = A% = &%) 3121,

oit A% = 7y et @2 = —8a/128,). donnant 4 = 0.702(2) et @ = 0.869(6i. Les minima du

potentiel 17 sont localisés a =a. L'action renormalisée a un vide dégénéré. tout comme
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l"action classique. Elle posséde alors un instanton comme une solution donnée par

I=05(4) = & ranhiy/2/m 14t

= 0.369(6) tanh{0.365(3} ¢! (3.122)

De facon similaire. nous avons un instanton pour chaque valeur de T. L'instanton quan-
tique ost obtenu dans la limite asvmptotique T — x. L’évolution de ['instanton avec
la variation de T est présentée a la Figure 3.6. A partir de 7" > 7. nous observons
nne convergence de la solution et un changement considérable entre ['instanton classique
7" = 0 et 'instanton quantique (T > 9). L'action correspondant a chaque instanton est
nreésentee a la Figure 3.9. L'action de l'instanton classique est de 'ordre de A = 1 alors
ane action de l'instanton quantique est plus petite d'un ordre de grandeur un. Cela est

{40 au fait que la hauteur de la barriere de potentiel de ['action quantique est moins éleveée.

3.4.6 Interprétation

Afin de comprendre la dépendance des parametres renormalisés en temps T . il faut revenir

4 la definition +3.501 de la fonctionnelle generatrice Z[.Ji. D’apres cette définition Z{.J

»st proportionnelle a 'amplitude de transition entre ['état du vide a {instant T' = —x
ot Uinstant T = =x
ZJ x 0|0y = fim (¢.T"q. T/ 13,123
i —- X
T/

ot JJity est une source différente de zéro uniquement entre deux instants ¢ et # tels que

~T"<t¥ <t <T.

Dans nos calculs numériques. nous avons considéré l'amplitude de transition de la
nusition ¢ a la position ¢’ dans un temps T. Les parametres renormalisés dependraient

alors de la grandenr T.

D apres la formule de Fevnman-Kac. le comportement asymptotique du propagateur
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1 ‘ —a——E 5SS =
== T=0.0 Instanton classique ;i NN,
= = T=0.2 M.C. ’1‘.‘.:/&—&;_".-:._'._':_'..;.Lié

B L > T=O4 M.C. d,/li" (é;’,—:_: s - s o o o = o
== T=0.6 M.C. e 7
+——a T=0.8 M.C. /27 o .
—= T=1.0 S.E. i ' G T i’
05 ->—= T=2.0 E.S. .’,fq > _
—— T=3.0E.S. [

—— T=4.0E.S.
— T=5.0 E.S.
-e——e T=6.0 E.S.
s T=70E.S.
+——+ T=8.0E.S.
+— T=9.0 E.S.

N 0
Tt

Figure 3.6: Transition de I'instanton classique a I’'instanton quantique.
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Fioure 3.7:

La masse renormalisée et le terme constant du double puits de poten-
tiel quartique. V7ig) = § —¢° ~ ¢ aveem=let A= L.
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Les termes quadratique et quartique renormalisés du double puits de

potentiel. V7(g)
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=5-0 -3

gl avecm=let i=1.
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('J},

Fioure 3.9:

)

1t

——= T=0.0 action classique
= T=0.2 M.C.
— T=0.4 M.C.

26 - = T=0.6 M.C. -
< < T=0.8 M.C.
G = T=1.0 E.S.
—— T=2.0 E.S.
T=3.0 E.S.
= —— T=4.0 E.S.
—— T=5.0E.S.
< —e T=6.0E.S.
e - == T=7.0ES. .
' S oo T=8.0E.S.
< T A+ T=9.0ES.
. o A — = = z
.5\\:\ \‘-’M————j S
- \\\iﬁ““‘i% e ey 4
- .s'\i € 2 —
0.6 - TE— - = =
\\:h;_ > 2 = = >
-0.4
0 2 4 6 10

Transition de l'action de l'instanton classique a 'action de l'instanton

quantique..
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cst donné par

Giq.T:qgo.0) ~7o« wvolg)expi—EoT /R)tolqo) (3.124)
dans un remps imaginaire. Dans (3.124). Ey est |'énergie fondamentale du svsteme quan-
tique et 1 la fonction d’onde qui lui correspond. Dans le cas de |'oscillateur harmonique.
d"apres :3.297 nous avons.

Uo ~T—x ﬁw",".z = £y 13125,

Concernant le potentiel quartique. les résultats numeériques montrent que &, a un
compuortement lisse en fonction de T. Le fit ¢y par la fonction A= B/T donne &y — 0.6636

¢ est un resultat compatible avec

l."o T = EL) 13,126,

Dans le cas du double puits de potentiel. le fit &y ~ .\ = B/T donune le comportement

asvmptotique g — 0.5677 qui cst aussi compatible avec :3.126).

—_—

.a définition de ['action renormalisée 13.103) et la formule de Fevnman-Kac donnent
Lot ( LT me o
exp | —= dt ¢ exp| —— dtl~—q.. ~ Vg
p ( 5 /0 0) p V Fl o L .2 q_l qd .

— T Lolqlexpl—EqT fhitpiqo) V3127

Fn exciuant le terme Co. 13.126) et (3.127) impliquent que ['action renormalisée tend vers

re

e limite asvmptotique quand T est large.

I = VIiEg —7—x Intuolr) tolry) i3.128)
(‘eci constitue un argument heuristique de la convergence de & avec le temps I qui

falt partie de nos reésultats numeriques.

Les résultats du formalisme de ['action effective présentés a la section 3.3 donnent

ie comportement des parametres renormalisés a la limite asvmptotique 7 — . En
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particulier. les résultats (3.99) montrent comment les parametres renormalisés du potentiel

anharmonique sont indépendants du temps T.

[.a convergence avec le temps T des parametres renormalisés calculés numeriquement

e<t nn resultat important de ce travail.

3.5 Une nouvelle approche du chaos quantique

Les syvstemes classiques avant plus d'un degré de liberté présentent une variété tres riche
de phenomenes physiques. en particulier. un comportement chaotique. Considérons e
svsteme déerit par 1'action [60]

- 1 . ) l i} 3 il h) '1\
S = / dt <;m(_q; =431 — smeTig = q3) —gq;qg) 13129

(e svsteme a quatre parametres libres: m. <. g et 'énergie £. Par contre. la transforma-

tonf —f Liq — gt/ gogi — gy met/ g pour 1= 1.2, conduit a
.
- m=w 1 ) . 1 A ) > . R
S p /dt [S'QI*Q’EJ_HWI*‘I:)—QL% 13.130)
ol malntenant. ¢,. g, et t sont sans dimension. L’énergie du svsteme (3.129) est alors
[- = 1m o' g1z, ol < est une éncrgie sans dimension associée au lagrangien sans dimension
L =%i—qgi1— g = q3) — qiq;. Donc. < est le seul parametre iibre du systéme sous

notre considération. Les équations du mouvement

G = —qil -2 3,131
G = —qgtl—qu) 13.132)

peuvent erre intégrées numeriquernent en utilisant la methode standard de Runge-Kutta
’ordre quatre ou pius [61'. Une description qualitative de leurs solutions basée sur la con-
<iruction des sections de Poincaré et ['évaluation de |'exposant de Lyvapunov a été faite (62!,
.o degre de chaoticité dépend du rapport entre le nombre des orbites régulieres et

Uenergic z.
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[e svsteme quantique correspondant pourrait étre décrit par une approche basée sur
I"action renormalisée. Conformément a notre conjecture. il v a une action S correspondant
a laction classique & donnée par (3.129) et toutes les amplitudes de transitions quantiques
pourraient etre exprimees par une somme sur les chemins classiques correspondant a
'action renormalisée.  Nous pouvons alors appliquer la théorie du chaos classique au
svsteme décrit par ['action S afin de déterminer s'il exhibe un comportement chaotique.
Comme S décrit 'aspect quantique. nous suggerons le critere suivant pour décider si

'osciliatenr anharmonique 2-D quantique présente un comportement chaotique:

Définition du chaos quantique: Considérons un systeme classique. décrit par une ac-

tion classique ~. Le svsteme quantique qui lui correspond exhibe un comportement chac-
Hgue st Daction quantique S. dans le régime de la convergence asymptotique avec le temps.
exhibe nn comportement chaotique.

L action renormalisée N décrivant le systeme quantique correspondant a l'oscillateur

3

anharmonique 2-D est donnée par

‘: = / df (%Zl,qq,' - fqu") ":}.133’

Ol g = ig.qgu et q = (q1.¢2i. La détermination a lordre d'une boucle de 1'iqi en
appliquant 'approximation de la phase stationnaire nous guidera sur la paramétrisation

e~ dont nous devons nous servir dans le calcul numeérique.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre. nous avons calculé numeériquement ['action quantique dans le cas des
<vstemes a un degre de liberté. Dans le cas du potentiel anharmonique. les résultats
numerigues etaient en bonne concordance avec les prédictions de la théorie des pertu-
bations. Concernant le potentiel quartique. les parametres de |'action quantique étaient

completement différents de leurs valeurs classiques. En effet. les fluctuations quantiques
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changent le comportement classique d une maniere considérable. Le méme phénomeme a

été observé dans le cas des instantons interprétés comme des solutions du double puits de

potentiel.



Chapitre 4

Formulation hamiltonienne de la QCD sur un réseau

bidimensionnel

La nature semble tirer profit des représentations mathématiques simples des lois de symétrie.
U'n profond sentiment de respect a l'égard de la puissance des lois de symétrie ne manque
jnmais de se développer losqu’on réfléchit a i'élégance et 3 I'étonnante perfection d'un raison-
a=ment mathématique, surtout lorsqu’on le compare a la complexité =t a I'étonnante portée

Je ses conséquences physiques.

C. N. YANG. Discours lors de la reception du prix Nobel.

Dans ce chapitre. nous étudions la QCD en deux dimensions ou encore le modele de
= Hooft. Plus précisément. nous investiguons la version discrete de ce modéle en appli-
aquant une approche hamiltonienne [19. 20;. Dans cette formulation. le temps est traité
comme une variable continue. mais ['espace est discrétisé. Nous appliquerons la notion
“"alzorithme ameéliore qui consiste a réduire {'erreur due a la discrétisation sans diminuer
ia vaicur du pas du réseau en reformulant ['expression de 'hamiltonien décrivant le modele

éticdio sur le réseau.
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4.1 Discrétisation de la QCD

Dans le but de calculer numériquement les amplitudes de transition. nous devons discré-
tiser la QCD. Cette discrétisation devrait se faire de maniere a préserver |invariance de
jauge locale. le maintien de la syvmétrie de jauge garantit l'unitarité de la matrice S.

C‘ette formuiation a été complétée par Wilson en 1974 [631.

4.1.1 Descrirtion sommaire de la QCD

[."action euclidienne de la QCD décrit 'interaction des gluons avec un ensemble de champs

fermioniques 1. les quarks. Elle est de la forme:

S = Z / ;;lﬂ)—mnv;dr*— %/ TeF, F v de? i1

I=ud. g0,

o lintegraie est évaluée sur l'espace euclidien IR'. D = D, - avec -, les matrices de

Dirac satisfaisant {~,..~.} = 24, ' et D, la dérivée covariante. exprimée en terme de
champs de jauge A, = AT".

D,=d,-1g4, (4.2)
[.es matrices T* sont les geénérateurs de l'algebre de Lie sui3) du groupe de Lie S{7(3)
T T = T i 3T = Loy, 4.3

Le principe dinvariance de jauge associe a chaque générateur de la base de ['algebre de
jauge une connexion ou un champ de jauge 4%. Les quarks v;. avec un indice de couleur
implicite forment un triplet de couleurs et appartiennent a la représentation fondamentale

du groupe de jauge. Finalement. le champ de force ou la courbure est donne par

Fo=F.T"=:D,.D, =84, — &4, —igid. 4, 4

‘La relation entre les matrices de Dirac dans un espace minkowskien et un espace euclidien =st de la

- 15 . £ . " -
orme =%, 5 = —-1‘2”7,43. -~ = ——r";'_';[ = 7‘6” avec =, = 7_-uh =;-
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Une transformation de jauge locale S{'(3) est décrite par I'élément V(x) = S{13:
178 =17 deti1") = 1) dépendant de |'espace-temps:

v = Virey vpirt — ooV 4.5

Aulr) = ViAoV ey = ;—\'lr)();\'_l(rs 4.6

Foiry—VYVimF oV~ 4.7

Dyvppry — Vi) D,ujic 4.8

A Vaide de 171 et 1 £.31. on montre que Sg est invariante sous la transformation de jauge.

Introduisons maintenant l'objet suivant
Lir.yr= Pe.\'p{ig/ dz, AL} i-1.9)
b}
anpeid la ligne de Wilson. partant de r et aboutissant a y. P signifie produit ordonné. par
exemple. A s est toujours a gauche de A,{y). La transformation de jauge a la propriété

('étre indépendante du chemin d'intégration. elle ne dépend que des extrémités de [
Lir.yy— VLoV oy 1100

[La lizne de Wilson transporte ["action du groupe de jauge dans 'espace des couleurs d'un

point a lautre de fagon a ce que la quantité
cpnilizy)eny) i4.11:

soit un invariant de jauge. Une autre quantite invariante de jauge est la fameuse boucle
li(“ \\”11:4()[1

Irilic.o)—TriVio Lic.oV "0y = Triliz.ri ERRY

A Paidede 14.111 et 14.12). nous pouvons en principe discrétiser la QCD en préservant
Finvariance de jauge. Nous pouvons simplement mettre ies quarks et les champs de jauge
v les sites d'un réseau. Mais comme les champs de jauge transmettent |'information sur

la transformation de jauge d'une position a l'autre. ils seront définis sur les liens (links)
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r+v Uil +—vj IT+pu+vy
<
"Mz % .
A Uz o+
N
r lar) L =4

Figure .1.1: Une plaquette élémentaire.

connectant les sites du réseau. En fait. il v a plusieurs fagons de discrétiser l'espace-
temps G4, Nous choisissons un réseau hypercubique. communément utilise. que nous
definissons par:

N=aZ'={r:r,/a s

&)
i

l.a noration que nous adoptons est présentée dans la Figure 4.1.

La discrétisation des fermions pose des problemes qui ne sont pas directement liés
a la =vmdtrie de jauge. Nous considérons alors en premier lieu la partie de ['action ne
faizant intervenir que les degrés de liberté de jauge. La version discrétisée de cette action
est consiruite a partir de 'élément du groupe SC{3). {(r.r + ) = [ .1r). associé au lien

entre le site v = \etlesiter —pu = \:

[Mr.r+pg1 ~ Liz.r—ap

- Emg.-l,.(:-‘.-%)

= 1 -'riga.-luir'fg—}‘eOl'aj) 4.1
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Apres la discrétisation. les champs de jauge A,. éléments de ['algebre du groupe de jauge.
<ont remplacés par les éléments du groupe de jauge. les variables liens (. L’expansion
dans la derniere ligne est utile pour comprendre la signification de " et pour prendre la

limite classique du continu.

Les propriéiés de la transformation de jauge des liens ', {zi sont les mémes que celles
aqui correspondent a L
L

Jri— 1':(,'“1__1")1;‘1 113

238

o V. = Vier = SUi3) sont les matrices de transformation de jauge définies sur les
sites du réseau. Nous avons adopté la notation abrégee r — u qui signifie r — g, En
correspondance avec le résultat dans le continu Liz.y) = Liy.r)". nous introduisons la
variable

—my.-lu(:—%! I

Lirr—pr =l _Liri=e¢ r— 1) 1160

associce au lien entre r et r — u. Notons que nous pouvons multiplier les liens ( le long
(e courbe fermee et prendre la trace. Nous obtenons alors un objet invariant sous les
ranstormations de jauge. puisque 1:17 = 1. C'est la version de la boucle de Wilson sur

\ .
woreseatl.

Nois pouvons construire une action de jauge pure sur le réseau en utilisant une poucie

de Wilson. Par exemple. une boucle autour d’un carré élémentaire ou “plaquette”
P,=Ujnlz=mU =]z i4.171

[} est raisonnable qu'une telle boucle soit reliée a F,,. parce que le champ de force est la
courbure associée a la connexion 4,. La limite classique du continu de la plaquette P,

resilrant de sa définition est de la forme
P. =1=iga’F,, — Zd"F; 1+ Ofa i4.18)

Nous pouvons alors utiliser la plaquette piv comme une version discrete des composantes

<1 champ de force. F,,. Etant donné que nous sommes intéressés par un objet invariant
p ut
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de jauge. si nous prenons la trace. nous avons:

Re TrP,, = .\, - %ia"'l-ri' F?1 = Ofa® i4.19)
ot A" = 3 est le nombre de couleurs. Nous avons alors:
Y A\~ ReTro) = /d‘ry $TrFu, Fu = Ola?) 1201
- "

Le facteur 2 est du au nombre de plaquettes par site. 6 et au nombre de rermes parcourant

la somme dans (1.20). 12.
[l est usuel de remplacer la constante de couplage par J = %‘ de fagon a ce que

S, == Z R“—\T.”E ~— terme constant non pertinent 4.2

~. est appele “action de Wilson™. [l est important de realiser que le choix de la plus petite
boucle pour définir ['action n'a rien de spécial. Une boucle rectangulaire contenant. dans
o1l expansion. des termes proportionnels aux combinaisons linéaires des composantes de
[, < fonctionnera aussi. En construisant des combinaisons appropriées de houcles. nous
ponvons obtenir U'action dans le continu. L'avantage de la plus petite boucle est que les
correcrions proportionnelles aux puissances du pas du réseau sont plus faibles par rapport

« coiles d'une boucle plus large.

A\ cette jonction. notons qu'a cause de la discrétisation. l'erreur dans (4.20) est de
Uordre a®. Nous reviendrons plus tard a la notion de l'action améliorée ( Improvement
action qui consiste a réduire 'erreur due a la discrétisation sans diminuer la valeur du
pas du réseau a. en ajoutant dans l'action 5,. des opérateurs composites non pertinents

a1l sens du groupe de renormalisation. Ce procédé d’amélioration de l'action définie sur
< p p

i réseau permet daccélérer la convergence vers la limite du continu.

Pour compléter la définition. nous devons spécifier la mesure dans ['intégrale de

chemin. Chaque variable lien est intégrée en utilisant la mesure de Haar définie sur
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le groupe de jauge considéré comme une variété différentielle. Cetie mesure satisfait (1’

et 117 sont des éléments arbitraires du groupe
/d['F((') = /dl’F([".') = ] dUFIWT) i4.22)

Avec cette définition. 'intégrale fonctionnelle

Lgange = f [Tdtaiexp | 3 Re TeC (4.23

links
est nvariante sous les transformations de jauge. Nous avons accompli une régularisation
non-pertubative de la théorie de jauge pure préservant la svmétrie de jauge. Par contre.
nous avons sacrific U'invariance euclidienne: rotation et translations (le groupe euclidien

[y Nous souhairons que ces symétries soient restituées quand on s’approchera de la

limite Jdu continu.

La theorie de jauge pure SU(3) est diffiérente de la QCD. Mais. c’est une théorie
des champs non-triviale. avant des propriétés en commun avec la QCD. En particulier.
<on =pectre se compose de particules massives baptisées glueballs. [l s'agit d’états liés de
zluonz avant une intcraction propre. Des progres considérables ont été realisés dans la

simulation numérique de cette théorie '63].

4.1.2 Limite du continu et production des nombres en MeV

Au cours des simulations numériques. on choisit une valeur de J = 6/¢" et non pas la
valeur du pas du reseau. Le resultat du calcul est P'ensemble des masses exprimées en
nnités du pas du réseau: amgyeial. On détermine la valeur de a en fixant une masse a
partir de Uexperience. Toutes les autres masses et les quantités physiques en général sont

alers predites.

Si nous choisissons différentes valeurs de 3 {i.e. pour g°(a)}. nous obtenons alors une

serie de valeurs de a. Pour s’approcher de la limite du continu. nous ajustons J de fagon
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a ce que 2 — 0. En faisant cela. la masse calculée sur le réseau s'annule amg,. — 0. Le

comportement asvmptotique de la fonction de corrélation est
C”) x expl _amgluet ' (4.24)

[l est conventionnel en mécanique statistique de décrire ce comportement en terme de

divergence de la longueur de corrélation exprimée en unités du pas du réseau:
Cit) x expt=t/&l. S =1/lamgye) — x 1-4.25)

[ endroit ou £ diverge est appele le point critique. et ¢’est au voisinage de ce point qu’on

prend la imite du continu.

l.a theorie de jauge pure et la QCD avec quelques saveurs sont asvmptotiquement
e - . . . . . » . Al - 1
libres. Nous connaissons alors le point critique situé a ¢° = 0. J = x. La dépendance
L . .. e . R i
de g7 ena est determinée quand g- est faible en appliquant la théorie des perturbations.

Nous arrivons au résultat familier:
g* x 1/ Inil/a) i4.26)
En inversant +4.261. nous avons
a=(1/\expl=1/239g"] 127

de sorte que @ — 0 pour g° — 0. Dans (4.27). Jy est le coefficient du flot du groupe de
renormalisation a ['ordre le plus bas (la fonction-beta). Ce que nous ne connaissons pas a
priori est la constante de proportionnalité 1/\. Elle devrait étre déterminée numérique-
ment. [ne fois .\ fixe. nous sommes alors capables de prédire la variation de a avec g~
auand g7 est suffisamment faible. Ceci fonctionne tres bien tant qu’on choisit un schéma

de renormalisation approprié pour définir ia constante de couplage [66].
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4.1.3 Discrétisation des fermions

[.La discrétisation de ['action fermionique.

[F 2]

Sp = /Z( Dg ~mjuvdr? (4.2

s«emble a premiere vue directe®. Pour discrétiser S nous mettons les quarks et les anti-

aquarks sur les sites. vir) — v;. et appliquons la transformation de jauge:

[ (4.29

ve — boes o v, = 1D

Pour obtenir une dérivée discrete. nous devons séparer les champs v. ¢ et constuire un
imvariant de jauge a l'aide des variables liens. En choisissant. par exemple. une dérivee

svmetrique sur le réseau et en adoptant la notation v'; = v(r). nous avons

— I — . ) - ) C )
i Docvr s — 57 v [Cyirieir =gy — [Utr = pyevr = 1)) (1.30
Nuus retrouvons la dérivée covariante dans la limite du continu. ¢ — 0. en faisant un

développement de Tavior de [',1r1 et de vir ~ 1 en puissances du pas du réseau a. En
124! A u L

ne cardant que les termes d'ordre le plus bas en a. (4.30) devient

- : 1
’—(.'l.r)[tl-f-zag.-lu(.r-;%j—:-...ll'z,'l.rifa:.‘"(r)-%-...:—
2a 2
L . po :
ll—lag:lu(l’—s-,lﬁ—‘-...l[L"I)—aL'(Ilf...IJ
— a .
= L'lri10u+€-0jf...|L'lr}
. — a’ l.~_) ) ) a2 i :
—iguir)[d, — = Idu.-iu = {0,400, = A.0]) - . uir) (130

A des termes d'ordre a® pres. nous obtenons la dérivée covariante usuclle. Avec un choix

de {a derivee covariante (4.30). ['action fermionique sur le réseau est de la forme

.= - l — - A - . .-
Syvivoe = )—Y‘ i Cuirvir 00 = Uovr = pevr = o)
la — ; - ’

Ju
- E mulziv(r (4.32}

“Nous avons omis 'indice I spécifiant les différentes saveurs.
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Pour des raisons que nous allons préciser. (4.32) est I'action fermionique naive. La fonction

de partition de la QCD est alors

Zocp = / H dU. jdvllduiexp = S,0) — Sviv v ) (4.33)
links

Iltant donne que le jacobien d'une transformation unitaire est égal a un. la mesure.

v .du est invariante sous les transformations de jauge et par suite Zgcp |'est aussi.

L action 14.32) donne lieu au probleme suivant: dans un espace de dimensions d. elle
représente 2% fermions de Dirac dégéncérés plutot qu'un. Cette prolifération des degrés de
livertdé est connue sous le nom “du probleme de dédoublement™. Ce probleme n'a rien
@ voir avee les champs de jauge. Pour en discuter. nous considérons des fermions libres
dofinis sur le reseau. Le spectre des érats peut étre déterminé en analysant les pdles de
ia fonction a deux points dans l'espace des impulsions. [ls sont localisés a 'impulsion

v e v PR l . e .
cotnpiexe cuciidienne: &= = —m~ ou m est la masse de i 'état.

Pour évaluer la fonction a deux points. i.e. le propagateur. rappelons la formule de
intéaraie de chemin cuclidienne sur des fermions traités comme des variables grassma-

niennes:

Z = /dz.hda e P = deti P~ m) 14,34

Gir.yy = Z7V | del[dcle ™ Prmiviiriniy) = B lew (1.35]

Dans les simulations numeériques. on ne travaiile pas directement avec des variables grass-
maniennes. on évalue plutdt les déterminants et les propagateurs des membres de droite

e 134 et de 14.35).

Pour diagonaliser 'opérateur D). nous passons a l'espace des impuisions. A cause de

Iz périodicité sur le réseau. nous nous restreignons a la premiere zone de Brillouin

L'II]=/ (ﬁ;:‘:,.e’krr.‘(k} . ;(.r)=/ %’;76"‘;“';['/:) i4.36)
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En fonction de ces champs. nous avons
-~ oy — . , e

Sy = / (.’j_j,. wlk) Zsuﬁu +m)e(k) 14.37)

- "
avec »_ = sink,. Le propagateur est alors donné par
. 1 —i6 +=m o
Gky = — = — — 1438
& =m g 4~ m-

[l est utile de restituer le facteur a. nous avons alors m = am,ays et b = aky;,,. Dans la

nmite o continu ¢ — 0. avec la masse physique des quarks fixe. m — 0. [l v a alors un

pole proche de & = 0. Le développement s, = ak, yay(1 + Oia®}}. donne:
14.39)

—’..r l\.’ A - M
Tufu.phys = phys
aC(kl = A-‘ S
; - mphus

A un facteur de normalisation pres. 14.39) est le propagateur d un fermion libre. Le pole

de ce propagateur est localisé a k2. = —m-=, . représentant le fermion usuel de la limite
! . 2hys phys

Jdu continu.
En introduisant ies

= 0 quen k, = .

La fonction s, s'annule aussi bien en &, =
nouvelles variables k = 7 — ko K, = k.. p = 2 — L. le propagateur au voisinage de
Mmipulsion 1 7.0.0.01. devient:

A~ —m
1.40)

—!

EAVNTRAITIT

GHE) =
k!') . m:

¢

Pour ramener le propagateur a sa forme standard dans le continu. nous avons introduit
de nouvelles matrices-gammas ~| = ==. %, = %,. ¢ = 2 — 4. unitairement équivalentes

aux matrices de Dirac dans leur forme standard. (4.40) montre qu'il v a un second pole.

localisé 2 A'* = —m-. représentant aussi un fermion dans le continu. C'est notre premier
“loublet™. »° s'annule si une des quatre composantes de k, est égale a O ou 7. Il v a
1n pole proche de chacune de ces 16 positions possibles. Notre seul fermion sur le réseau

represente 16 etats degéneres.
fermions qui est la partie compliquee du probleme

{"e n'est pas la prolifération des
mais pluiot le fonctionnement de la symétrie chirale sur le réseau. Si m = 0. nous pouvons
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introduire |'opérateur de projection chirale ~, — ~,(1==~35)/2. qui dans le continu restrein:
le champ spinoriel & sa composante gauche ;. Dans le cas du réseau. le péle proche de
k=0 déerit vy, Le second pole représente vraisemblablement le spineur de composantes
droites ©°g parce que 55 = —=s et alors (1 = 75) = (1 — +{). Quand chaque composante

de k est proche de 7. la chiralité s'inverse de sorte que nous finissons avec huit fermions

o1 et huit fermions vg. Il est important de noter que lorsqu'on introduit un champ
e Jauge. tous les fermions sont couplés de la méme manicre. Dans ce cas. le spineur
de composantes gauches v et le spineur de composantes droites v'p appartiennent z la
meme representation et ne sont pas indépendants. Ce résultat est di aux théoremes de
Niclsen-Ninomiya 67] et de Karsten-Smit [68] qui stipulent que la théorie des fermions

<ir reéseau suscite le meme nombre de spineurs de composantes gauches que de spineurs

de composantes droites. Quels sont alors les conséquences de ces théoremes”

e On ne peut pas discrétiser.une théorie chirale sans anomalie. En particulier. on ne

peut pas discrétiser la théorie électrofaible.

® On ne peut pas non plus discrétiser QCD avec .\": quarks sans masse. Une telle
théorie possede SUL1Ny) » SUR(N7) comme groupe de svmétrie chirale. sous lequel
les quarks vz ot g se transforment indépendamment les uns des autres. mais sur

le reéseau. tous les fermions de composantes gauches ou droites sont couplés de la

meme facon.

F-n resume. ic réseau a un probleme avec la symétrie chirale.

Comment peut-on remeédier a cette pathologie? Enormément d’efforts ont été con-
sacres a cette question. [l existe plusieurs approches. chacune avec ses avantages et ses

mconvenients:

e On peut briser la svmetrie chirale explicitement et veiller a la restituer dans la limite

du continu. Apres tout. c’est ce qu'on fait dans le cas de la svmétrie de rotation
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et de translation. C’est une approche originale de Wilson {72]. Je discuterai cette

approche car nous l'avons utilisée dans le modele étudié.

La formuliation des fermions de Kogut-Susskind (Staggered fermions) [69]. Elle
consiste a reduire le nombre de fermions de 16 a 4 en utilisant une seule composante
du champ fermionique plitot qu'un spineur de Dirac a quatre composantes. Les
spineurs de Dirac sont construits en combinant les champs définis sur les différents

sires du réseau.

Pour éviter les conséquences des théoremes de Nielsen-Ninomivaet de Karsten-Smir.

on utilise un réseau aléatoire [64]. Il s'agit d'une approche difficile parce que méme

e+ cax libre devrait étre étudié numériquement {701,

Domuam-wall fermions. La mise en place de ce schéma d'une manicre pratique est

anjourdhui controversée 71},

Actuellement. on utilise les fermions de Wilson [72] dans la plupart des simulations.

Dans ia régularisation d'une théorie des champs quantiques sur réseau. ['action n’'est pas

nnique. Nous avons la liberté d’ajouter un nombre arbitraire d’opérateurs non perrinents

i fait que ces derniers ne changent pas la limite du continu. Le probléme de dédoublement

lil‘> 1“

ermions existe parce que 'hamiltonien de Dirac est un opérateur différentiel d’ordre

T,

[La soiution de Wilson au probleme de dédoublement est d’ajouter dans l'action

‘opérateur avd*u de dimension canonique 3. ce qui ajoute le terme

oo

ok

r —_ .. N . . . .
Sweo= -SEZL‘fIILK sirivir =gy =2e(ry + Ul = givtr — )] i-+.41)

est un parametre. Le propagateur fermionique libre qui en resulte est

—id +im— k%)
Glky = = (142
3T —im-=+ :;1122 i2
= 2:im 2. St k, = 7. alors s, = 0. mais &, = 2. le pole additionnel acquiert une

masse effective m.g = m + 2r QMg o = QMphys + 2r/a si nous restituons le facteur a;.
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Sion garde r fini dans la limite du continu. la masse effective devient infinie étant donné
que m = myz,.a — 0. Le méme argument s'applique aux autres fermions additionnels.
Dans la limite du continu. ils se découplent des particules physiques et peuvent étre inter-
prétés comme des champs fantomes (ghosts). En présence d'une interaction. les fermions
additionnels se découplent aussi. mais ils causent une renormalisation des parametres du
saurangien original. En effet. la masse du quark est renormalisée par un facteur multi-
piicatif et un facteur additif. La symetrie chirale devrait étre restituée dans la limite du
contini parce que le terme de Wilson est une discrétisation de agd*q qui s’annule quand

o — ).

4.1.4 Prorriétés des fermions de Wilson
Nous donnons en résumé les propriétés des fermions de Wilson.

e Les fermions additionnels recoivent une masse infinie proportionnelle a 2r:a et se

decouplent de la théorie dans la limite du continu.

e [a svmetrie chirale est brisee explicitement. Les identités de Ward traduisant |'in-

variance de ['action naive sous les tranformations de jauge chirales

1(3"5

vir) —  €“"ulr)
iz —  olrett i4.43
<‘ecrivent:
ad 96O
S — SO; = —d O‘; 14,44
© g6 ao
La variation de l'action de Wilson sous i-.-43) est
oS . . .
¥ =d, A, = 2mP +raX (4.451

ot \ est un opérateur additionnel di au terme de Wilson dépendant de r '73]. En

aénéral. toutes les relations basées sur les identités de Ward recevront une correction
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d’ordre ra et incluront des combinaisons d'opérateurs qui seraient normalemert

absentes si la symeétrie chirale était conservée.
o [c terme de Wilson change l'erreur due a la discrétisation de O(a*} a Oia).

e [a masse du quark est renormalisée par un facteur multiplicatif et un facteur additif.

4.1.5 Confinement

Le eritere le plus simple du confinement est |'évaluation de 'énergie potentieile 1 (R)
dun quark +Q) et d’un anti-quark (Q). supposés infiniment lourds. comme fonction de
ia distance qui les separe. La formulation standard du confinement consiste en un tube

tiux de champ électrique coloré reliant les deux particules chargées. le quark et |'anti-
auark T4 75 Le tube s'allonge au fur et a mesure que nous les séparons. Ceci suggere
aque Vofiy xR pour des distances nettement supérieures a la largeur du tube. La force.
= —dV dR. qui relie les deux particules tend vers une constante quand R est large. Le

muodule de cetre constante s’ appelie la rension de la corde. o.

Vi Ry peut etre évalué a partir de la fonction de partition d'un champ de jauge en

presence d une distribution de courant exterieur
ZJ-:/ il expt— , /] Audir i4.46)

SiJ. représente une particule ponctuelle se déplagant le long d'une ligne d univers.

J. est alors une distribution de Dirac définie sur cette ligne parametrisée par £,

/1 1.d'z f.{ud!u 14,47

L'invariance de jauge. impliquant la conservation du courant. fait que la ligne de courant
est une boucle fermée. Pour simplifier. nous prenons une boucle rectangulaire avant une
longueur R dans la direction spatiale et une distance 7 dans la direction temporelle. [l

s'agit de la boucle de Wilson.
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Z; est la fonction de partition du systeme physique. la paire QQ. Pour trouver
"énergic de ce systeme. nous différencions In(Z) par rapport a T (physiquement nous
Y , . ‘ .
vouions mesurer la réponse du systeme quand nous allongeons la boucle). Cela revient a
calcuier le changement de |'énergie du svsteme quand la paire est créée et quand elle est

annihilee.

Eog = -%lnZ;—InZz) (148
= —=IniZ;/ Zs=0) (1,49

= 14.50)

= ——= In(M" i4.51

o M7 est la valeur movenne de la boucle de Wilson dans un champ de gluons semi-

classique. Le comportement de /17 indiquera s'il v a confinement ou pas.

St par exemple (W™ >~ expt—mi2R + 2T)) (la loi des périmetres). nous avons £ =
2 ot o peut etre interprétée comme la masse du quark. L'énergie de la paire est
independante de la distance R et les quarks peuvent étre sépares d une distance arbitraire.
Par contre. si ‘117 ~ expt—aRT) ila loi des airesi £ = o R et les quarks sont confinés

par un potentiel linéaire. En général. In it est complique:
-lni" =6RT ~2m(R ~Ti—~constant ~T/R+ ... 1152

Néanmoins. le terme de la loi des aires dominera quand R et T sont larges. Nous nous
attendons alors a:

o T=x ~ _V(R)T R—x —aRT o=
MY — Ce — Ce¢ (4.331

L.e critere yu'on vient de donner du confinement dans la QCD n’est pas reéaliste.
narce que le tube de flux peut étre brisé par la création d'une paire g¢ donnant naissance
a des mésons (g et gQ ayvant une énergie indépendante de R. Mais ce processus n’existe

pas dans |'approximation de ~fermions gelés™ { Quenched QCD) ou on exclur les boucles
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internes de quarks. En fait. la fonction de partition de la QCD sur réseau s écrit

N
(1]
os

2= [t [[daldgie =55 :

ot &, est ['action de jauge et [ ~m est 'opérateur de Dirac apparaissant dans la somme
de laction naive avec le terme de Wilson Sy + Sy-. En effectuant l'intégrale gaussienne

sur les variables grassmanniennes. la mesure s'écrit
dy = {d['}Hdet(le‘nz,;ic_s’ 14.53)
L approximation “Quenched” consiste a approximer du par
dﬂQCD = (”1 H det( D - m7't—5,, — d,uQQCD = \d[' exp! —:.7) .56

C‘ela revient a poser le déterminant des fermions égal a une constante et par conséquent
exclure les boucles internes de quarks et d'anti-quarks. Dans les simulations Monte Carlo.
les contigurations sont générées par le poids de probabilité ¢7°7. cela permet de réduire

le temps de CPT d'un facteur ~ 107 — 10°.

Fn utilisant la méthode de ['expansion du couplage fort. on a établi que ia loi des
aires sc manifeste quand ¢* est large. La question qui se pose est comment étendre ou
extrapoler ce résultat a la limite du continu g* — 0 et s7il existe une transition de phase 2
nn couplage g* fini qui risque de briser le lien analytique entre les régions de couplage fort

et faible. La plupart des résultats numériques suggerent que cela ne se produit pas [63].

4.2 Notion d’action améliorée

Dans les simulations numeriques de la QCD. la convergence pauvre vers la limite du
continu et la vérification de la propriété de l'invariance d’échelie des observables physiques

nosent un probleme. Nous devons utiliser un réseau dont le pas a n'est pas tres large.
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(‘ela est tres couteux. Le temps de CPU des simulations Monte Carlo dans un réseau de
taille physique L et de pas a est proportionnel a [384]
L, 1 1 3

(S iy 2-3

[ —)"

a a m.

1.57)

ot le premier terme est le nombre de sites. le deuxieme terme le ralentissement critique
it a 'augmentation du temps d’autocorrélation des configurations. et le dernier terme
i prix de Uinversion du propagateur fermionique. D'ou le besoin d'un ordinateur tres

pitlssant pour faire les calculs.

Les simujations numeériques se font avec un choix particulier d’action. L’action de
janige est construite par exemple a partir d'une plaquette alors que l'action fermionique
et construite soit a partir des fermions de Wilson. soit a partir des fermions de Kogut-
Susskind 1 Staggered fermionsi. Tandis que ces actions sont simples a utiliser dans les
simulations. elles forment un choix arbitraire d’action nues. Pouvons-nous inventer une

bonne méthode de discrétisation avant une violation d'invariance d'échelle faible?

Regardons le lien qui existe entre la notion d'échelle et les propriétés d'une action
nne arbitraire. définie avec une coupure ultraviolette ¢. L'action est caractérisée par un
nombre infini de constantes de couplage {g}. Quand g a une valeur arbitraire. 'échelle
ivplque de toutes les grandeurs physiques est de l'ordre de la coupure: m ~ l/a. la

wneueur de corrélation £ > a. Les effets dus a la coupure seront importants.

La meilleure facon d’aborder la notion d’'invariance d'échelle est ['application du
gronpe de renormalisation {23|. Prenons une action définie avec unc coupure « et intégrons
sur les degrés de liberté correspondant aux échelles les plus courtes. Nous obtenons ainsi
nne nouvelle action effective définie avec une nouvelle coupure ¢’ > 2 et décrivant moins
de degres de libertes. Cette action effective a une forme similaire a l'action originale mais
avec un couplage modifié. En répétant le procédé. nous obtenons une suite d’actions
effectives qui décrivent toutes la meme physique de longue distance mais dans lesquelles

la physique de courte distance est progressivement eliminée. Nous génerons ainsi un flot
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de constantes de couplage:
Sla.c;) — S(2a.¢y — Slda.c”) — ... (4.58)

i ia suite de ces actions tend vers une limite. si un point fixe existe a ces transformations

dn groupe de renormalisation

Sta,.cl) = Slapey. 77! = ;i (-1.59

les observables physiques sont alors indépendantes de la coupure a et en particulier la

iongueur «e corrélation & doit étre nulle ou infinie.

(‘¢ polnt fixe existe si les parametres ¢, appartiennent a un ensemble restreint ap-
pelé “la surface critique.” Toutes les actions. qui apres les transformations du groupe
de renormalisation convergent. vers ic meéme point fixe appartiennent a la méme classe
A universalité. A longue distance. la théorie effective est l'action au point fixe oil tous
ies couplages ont convergeé indifferemment de leurs valeurs nues originales. Mais £ = x
est differente de ¢ large. Imaginons qu'on ajuste les parametres nus de facon a ce qu'ils
rendent vers nn point appartenant a un voisinage de la surface critique. Le syvstéme
“voinera vers un point proche du point fixe. puis il s'en éloignera. Le flot. dans 'espace
des parametres ou des constantes de couplage. s'approchera asvmptotiquement d une tra-
lectoire particuliere appelée trajectoire renormalisée attachée a £ = x au point fixe. Le
jong de la trajectoire renormalisée £ est fini. Mais comme elle est attachée au point fixe.
elle jouit des propriétés d'invariance d'échelle du point fixe. traduisant ['absence complete

des effers de la coupure sur le spectre et les fonctions de Green.

[.e but ultime du “programme de |'amélioration de |'action” est de trouver nne action
pariaite. sans effets de la coupure. le long de la trajectoire renormalisée d'une transfor-

mation du groupe de renormalisation.

Dans la pratique. le groupe de renormalisation est tres difficile a construire puisqu il

<‘agit de se mouvoir dans ['espace de dimension infinie des actions possibles. La détermi-
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nation de la trajectoire renormalisée est une tache difficile. Par la suite. nous décrirons

la construction de 'action améliorée par la méthode basée sur l'analvse dimensionnelle.

4.2.1 Amélioration de I'action de jauge

(‘ommencons par la description de la construction de l'action améliorée a partir de la
methode naive basée sur 'analyse dimensionnelle. Considérons ['opérateur plaquette ap-
paraissant dans 'action de jauge pure 5, {4.21). Cet opérateur implique le produit des

variables liens autour d'un carré localisé au site & dans le plan uv

P.,=0U, 00z =nUic=0) 14,60
Supposons que le champ de jauge classique A, est faible au voisinage du point r
[[, ~ gr7tes= T 461y
Cect implique que
L .
-ReTrP,, ~ 1 1.621
.3 1

Les termes de correction a (4.62) ont la forme d'un polynome en « de coefficients donnés
par des operateurs invariants de jauge. Ces opérateurs contiennent des combinaisons du

champ A, 11 et ses dérives

L - . .
t = —ReTtPy = rea*leF}, ~a®ir Y, TeDFL D F.. -
3
ra Y‘

— (L

TrDsFuc’DuFur -
r.)v TrDuFucDqur]'—

D Lwuve

~Ofa®) .63
Les coefficients du développement ont une série de puissance en terme de couplage
f'_r=-4;*92P;'—-~- 1 4.6

D autres boucles ont une expansion similaire. mais avec des coefficients différents.
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(W1}

Maintenant. {'idée est de sélectionner un ensemble minimal de boucles et d'éliminer
les termes @* ordre par ordre des observables phyvsiques en formant une combinaison

lincaire adéquarte de boucles

n-q = C)O! '4.6:‘
S 1Y
aveo
ol .
c, =c?-g'c{ - ... i-1.661
[.'amélioration au niveau de 'approximation des diagrammes en arbre ¢, = ¥ (ap-

proximation classique) élimine les corrections sous forme de loi de puissance pure d'ordre
. Ce processus a pour but de réduire l'erreur due a 'approximation des dérivées par
des différences finles dans la discretisation des théories de jauge. Nous pouvons aussi
considérer des corrections d ordre quantique en éliminant a chaque ordre ¢” les termes ¢™

atsst TS, T4 S0

[.a version ancienne du programme de l'amélioration de ['action utilise la théorie
: . . . , -
des perrurbations sur réseau pour calculer les coefficients des opérateurs figurant dans
Uexpansion de ['action [31]. L'application de la théorie des perturbations sur un systeme
aneleonque est basée sur trois ctapes: la premiere étape consiste a spécifier le schéma
rie repormalisation définissant ainsi le couplage. Le schéma de soustraction minimale
modifiee t NS+ est 'un des schémas les plus populaires. La deuxieme etape consiste a

spocifier 'échelle d'énergie ou le couplage est défini et la derniere consiste a déterminer la

valeur numerique du couplage a cette échelle. L'ensemble de ces choix est arbitraire.

(Chacque opérateur. ou champ composite. a une expansion perturbative qui s'écrit de

la manlere suivante:
OO =cy +crlQ/p. RS 1asp. RS) = 2iQ/pu. RSVa,iu. RSy + ... i4.67

Les coefficients ¢,(Q, u. RS) et le couplage a,(u. RS dépendent des choix du schéma de

renormalisation et de 'échelle u. Le role de la théorie des perturbations est de faire des
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Figure 4.2: Exemple de diagramme de tadp-le.

choix permettant que les termes d ordre élevé dans ['expansion soient faibles. Un mauvais

~hoix fournit des coefficients tres éleveés.

Le couplage nu est un mauvais parametre d’expansion 32, En effet. supposons que
nols <ovons intéressés a déterminer l'évolution du coupiage physique avec la variation
de Uschelie®. La comparaison d'une masse d'une particule mesurée en unités du pas de
reseatl @ sa valeur expérimentale permet d'extraire la valeur de a

LA )iqee o
a = —2 i1.6%:
(Mierpe

ol nous avons negligé les corrections d'ordre a*. Cette méthode permet d obtenir les
. v - i - . . A .

valeurs de a pour plusieurs valeurs de g ou d’une fagon equivalente ¢g- en fonction de a.

o=t . Du point de vue de la théorie des perturbations. le réseau est une régularisation de la

diverzence UV, Le quadri-vecteur d’énergie impulsion est restreint au domaine |py < 7/a.

'hague quantité phyvsique définie sur le réseau peut étre rattachée a sa version dans
‘e continu a 'aide de

O™ ip) = Zpa.gia))0*a) (4.69:

3 Aunming coupling constant.
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Dansz la théorie des perturbations. Z a un développement en série de puissance de ¢°. En
particulier g*(a) peut étre rattaché au couplage défini dans le schéma de renormalisation

de soustraction minimale modifié [S1].
gla) = gi@(gzr/a! [1 -0.31¢g° - O(gﬂj 4701

Liant donné que ¢° ~ | dans les calculs sur réseau. le terme g* dans 14.70) est de |'ordre
~ 30, Il v a alors des corrections tres larges au développement (4.70) provenant des

termies inconnus d ordres supérieurs.

Pour convertir les résultats obtenus a partir du calcul sur le réseau aux résultats de

nype. ol propose dans {83, 347 une méthode non pertubative. Quand le couplage est faible.

nons pouvons effectuer je developpement

wle = el +igad — . e LT

e terme d'ordre plus éleve ;§gja3.{lv est un vertex supplémentaire. Il ne joue aucun
role en théorie des champs classiques puisqu’il contient des termes de puissance en a.
[l st supprimeé dans la limite du continu. Mais en théorie des champs quantiques. la
<ituation est différente. La contraction d'une paire de champs 4 génere un diagramme
nomme “tadpole” illustré dans Figure 4.2. La divergzence '\ de ce diagramme (boucle
de glions) >~ 1/a° compense le terme ¢ figurant dans le vertex supplémentaire. La méme
chose arrive a des ordres plus éleves. et les tadpoles ajoutent une contribution effective
«” N c.g?". Pour éliminer ces contributions Lepage. Mackenzie {84] et Parisi '33) ont

silggere de remplacer

U, — —— 4.7
Ug

ol tig est un terme de champ moven ou terme d'amélioration. L’action améiioree s écrit

. l 1 -
S === E Trs = — E Tr= 14730
g Ug Gias:
[ RIS 1 . : dex : q o d T — (Tr /3
ou gt = gi..., Uy est le nouveau parametred expansion. douvent. on prends ug = (t lrdi/ ).

sa valeur est déterminée numeériquement. Dans cette méthode basée sur des considérations
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Vel

quantiques. on utilise les données numeériques pour éliminer a chaque ordre les grandes
contributions des tadpoles qui causent une pauvre convergence dans le développement

4700

I'n formalisme canonique. utilisant un hamiltonien améliore. a été développé par Luo.
Guo. Kroger et Schiitte 135:. Cette construction est basée d une part sur des considérations
classiques avant pour objet de diminuer l'erreur d'ordre a- due a la discrétisation et.
«"autre part sur des considérations quantiques avant pour but d'éliminer les contributions

des radpoles.

4.2.2 Amélioration de I’'action fermionique

Contrairement au cas des degrés de liberté de jauge. l'erreur de ['action de Wilson
deerivant les fermions

Syeoo= mTZI—.:iI)L'l,rJ

- = E ;(r}';“[['u(rn.'(r-l—,&l — Ul = poetr = 4]
2a
r _ PR . .. . .yt -
- 5 N Cin)Uirivir = 3) = 2wz - Ultr = fpoetr — )] (LTh
2a L
BYH

est plus jarge a cause du deuxieme terme dans (-4.71) introduit par Wilson pour remédier

au dédoublement des degrés de liberté fermioniques. Cette erreur est d'ordre a.

Le premier coup d’essai de |'amélioration de ['action de Wilson éliminant les termes
de corrections Otar a été tenté par Hamber et Wu [36]. Ils ont ajouté dans l'action de
Wilson +4.741 un terme contenant deux liens:

'

ia —
T.u

iy iUty Ulir = et =200 =

Ul = o) Ul =20 — 2401 (4.75)
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ou k = | i2ma - 8ry). En faisant un développement de Tavlor de {",(r) et de wir + i
figurant dans (4.73) en terme de puissance du pas du réseau a. semblable & (4.31). nous
constatons que les termes d'ordre ¢ sont éliminés a 'approximation des diagrammes en ar-
bre rapproximation classique). On peut inclure des corrections quantiques en déterminant

les coefficients relatifs en théorie des perturbations.

[."action qui a suscité un intérét énorme est celle de Sheikholeslami-Wohlert 87). Iis
ont propose une addition d'un second opérateur de dimension canonique cing a l'action
de Wilson Sy 14.74). [l s’agit d’'un terme contenant le moment magnétique anormal
du fermion. L'action de Sheikholeslami-Wohliert éliminant les termes Ota) figurant dans

Faction de Wilson est donnée par:

. - waCsiwRr — R
Ssuwo= Sy - — wire,, Fuetir (.76
A Papproximation des diagrammes en arbre Csyy- = 1. Son expansion perturbative a

Vordre dune boucle est d’apres (38,

Csiw = 1 =0.2659(1)gs ~ O(g3) l

i

-

Girace & cette expansion. lerreur est réduite d'un ordre a raction de Wilson) a un ordre
r.a au moins. L'avantage de 'action de Sheikholeslami-Wonlert est qu'elle est locale et

permiet ainst dappliquer la théorie des perturbations sans énormes difficultés 91 .

L.a détermination non-perturbative de ('sy- est possible en se basant sur les identités
de Ward 39, 90]. Pour éliminer les termes Ofa). il faut ajuster le coefficient Csu- de facon
1

a ce que les identités de Ward soient satisfaites. Dans cette méthode non perturbative.

les courants. le couplage g° et la masse des quarks m font 'objet de la renormalisation.

4.3 Formalisme canonique

L.n complément de ['approche de !'intégrale de chemin appliquée a la QCD sur réseau.

discutée a ce point. il est important aussi d’investiguer l'espace des états et le spectre de la
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théorie. Schématiquement. nous pouvons le faire en élaborant un formalisme hamiltonien

6

4.3.1 Degrés de liberté de jauge

("unsiderons un systeme de jauge ayant comme groupe de symétrie de jauge S{7{\").
Dans le formalisme canonique. le temps est traité comme une variable continue. mais

'espace est discrétisé. Le réseau spatial a la forme cubique suivante

o

[=aZ’={z:2,e, =2} f

-1
(V2]

b

Soient r. . ki des plaquettes orientées de sommets x.r— ). r—j=k.r—k et d orientations
;- ke Le champ de jauge ., = U(r. k) est associé au lien entre r et x4 que nous notons
oo =k [, est un élément du groupe de jauge SU(\Y) tel que {(r. k)= Utz + ko k.
Le champ électrique £% . = E%(r. k). associé au lien (z.r +4k). est un élément de ["algebre

de Lie sut A7

Efr ji BNy k) = i fTECI. 6,46z 4.79)

Etiz j). Uiy k)] = T*Uly. k16,0, i4.301

o I'* =T a=1....\7=1sont les générateurs de | algebre de Lie su(.\".) satisfaisant
.-T'x T” = I'f!zbcTc (»4.8!. '

[."hamiltonien d'un systeme de jauge pur sur un réseau :76:. s'écrit

['[;:T_-;O—EQ'I./C)'+ Z‘)g‘ Tr({tr.JJ[{r;J.ki(‘II—k.J»[fr.k|)+h.c)
— g “aq

Tl ook T

(V73N

i4.824

.

ot Treeoest la trace de la matrice A\ < \..

Pour arriver a 1-4.32). on utilise le formalisme de la matrice de transfert dans la jauge

remporelle 4q = 0. [77.. Cette jauge est un cas particulier de la jauge axiale a*.4, = 0
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avec a* = (1.0). [l est connu que la jauge axiale ne fixe pas tous les degrés de liberté de
jauge 721 Il reste alors une symétrie de jauge résiduelle exprimée par les relations (4.79)
et i-1.830). Cette svmeétrie de jauge résiduelle peut aussi étre traduite par des identités de

Ward écrites sous la forme de la loi de Gauss

GHr)itphys > = 0 i4.83)
1)1‘1

g=m=ZEau.k|. a=1...... Vo i4.84

sont les génerateurs de la transformation de jauge résiduelle. satisfaisant a leur tour

lalgebre de Lie

N~
<,
>4
g
Il
<
[}
2
[}
<)
C
&y
E|
5]
<2
(09
T

4.3.2 Inclusion des fermions

[."équation de Dirac découle de 'action
Sg = / d*reag(d, = me 14.36!

l.e momen: conjugué associé a v est —t°. L’hamiltonien sobtient en effectuant une
JUug

sransformation de [egendre de la densité lagrangienne apparaissant dans S¢

H;.—:/daxa:,'.a—é-m)u 14,871

La discrétisation de 14.87) donne ['hamiltonien
L —— . . e —
Hy = 5 Z i gl ~ k) —eir = k), = T muerieir) 1,38

N A
['interaction des fermions avec les champs de jauge est introduite via ['élément du
aronpe de jauge [71r — k.

_ 1 - | , _ )
Hytoe o Uy = EZ vioiv Crivtr =k = Ul — kwltr = k)

F
- E muefriw(r) i

e
[V
O
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A cause du probleme de dédoublement. nous devons ajouter le terme de Wilson & Hy

Iy = _‘_2% Z e(z)[U(n)vir + k)= 2w(r) + Ulie = kjetr — k)] 4.90j

L'hamilionien total décrivant l'interaction des fermions avec des champs de jauge est
a.0ors
H = Hj-?H‘\‘—f'Hu' 14,91

avec [, [\ et Hy donnés respectivement par (1.82). (4.29} et (.1.90).

I présence de la matiére. la loi de Gauss devient

Ghriitpms > = 0. GHry=) Eftr by = iniligrele (4.92,

N
aveca = 1. .\ = 1L On montre que H est invariant sous les transformations de jauge
[g"tm.[ﬂ =1 (493,

Dans le formalisme canonique. la dynamique du probleme de la théorie de jauge ou
drta QCD sur réseau. consiste a trouver le spectre de l'opérateur hamiltonien (4.91).

fornie par des etats satisfaisant la contrainte 14.921.

4.4 Hamiltonien amélioré et QCD2 sur réseau

4.4.1 QCD2 dans la limite .\, grand et descrirtion sommaire du

modele de 't Hooft

[.'idée du développement pour .\’ grand a été exploitée par 't Hooft pour investiguer la

It \". -chromodyvnamique en deux dimensions (QCD,.,i ou il est possible d'additionner
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les diagrammes planaires. Cette version simplifiee de la QCD illustre la propriété du

confinement. Avec \’; saveurs de fermions. I'action du modele de 't Hooft s"écrir

.\'c '\"f -\-c

- &) —_—2a, R n h

S = /d'r i v i, DR = my el — E YEL P 4.94,
2=1 a=1 2.5=1

ot lex premicres lettres grecques a..3... forment les indices de saveur. les lettres latines
@. 4. .. forment les indices de couleur alors que les lettres u.v.. .. forment les indices de

Lorentz. Nous avons

Fe o = 0,47, 0.2, g AL A (4.95)
D“L'J - 05L"J T qL‘4: “L.g 5 11.96,
AL o o= A o 497

Dans {e cas \'s = 2. 'action est invariante sous le groupe de symetrie
SCLN 2 SUR2y 2 SUR(2) = Ul T Ual ity 198

Lex gencrateurs du groupe agissent sur un isodoublet de fermions

oy - T . - -t@ 4 ) TH .
SN e — per@alaT Jap Uapl D) o Liagld ) —= Loy (e Al T Vo (4.99:
) .8
SE2 ey —— €9 TR )L Caal ) vy (rHeTETITR 0 1401000
. 8 L
S, —— 82 PR 5 05l T) . Gl T) — 1aalz) (€798 ). (4101
[l eaiel — 19 nsar . r.'fmir) — 50T {¢mwlany i4.102)
. € . . - T P e 1 - P

gl g ) — (65 waa( T . el () — vl (o) (e7 97, 4103

B

o tes T sont les A7 — | générateurs du groupe de jauge SU (A" i. les o7 sont les matrices

e Pauii du groupe de saveur. © 4111.0g. #(z1 et o sont des coefficients réels et

P, = %(1 —~51. Pp (-.104)

to|—
—
—
»
un
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A approximation des diagrammes en arbre. les symétries (4.99-4.103} conduisent

aux lois de conservation des courants de Noether suivants

M = e (M TN st 1) 14.1051
JBTIR = U0 PR(%R st 1) (4.106)
JBlriL = v, v Pl susl 14107
jEr) = ;M(.r!";"‘l.‘aa(l" 4108
Sir) = :er'li-“j-sumlrl (4,109,

[.a quantification de ce modele ne permet pas. a cause du phénomene de l'anomalic.
e preserver a la fois les symétries de jauge vectorielle et axiale. Si la régularisation
preserve invariance de jauge 14.102). les courants vectoriels sont alors conservés mais les
courants axiaux ne le sont pas. ils sont victimes d une anomalie [92]. Les courants axiaux
associes aux genérateurs du groupe de jauge S{7i.\7j satisfont l'équation de |'anomalie

pour A saeurs 931

gt —igla,. ot = \i-cf‘ A=l A\~ 1110
ot Ao =AY T avec TC.C = 1...... A7 —1. les générateurs de S{(\"). Le courant

abdlien satisfait 'équation de I'anomalie

9, = N, P ERISE

La valeur movenne dans le vide des champs composites (vv)iz) et (vo®e)(ri. qui ne
<ont pas invariants sous chiralité. est différente de zéro. En fait. ils brisent non seule-
nient ia svmétrie {4011 anormale (équation 14.111)) mais aussi la symeétrie globale chirale

SUp20 0 SUp2y — SU(2).

St nous considérons le modele de 't Hooft correspondant a .\; = 1. ['action est

invariante sous le groupe de symétrie

SUGNS) = vy = Ca ) (4.11
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et dans ce cas 'action des générateurs du groupe est donnée par (4.99). (4.102) et (4.103:
avec ¢ = .3 = 1. Or. la symétrie [ 4(1) est brisée a cause de 1'équation de !'anomalie
r4.1111. on peut alors s'attendre a ce que (vv) = 0. Ce modele se caractérise par deux

limites distinctes [95::

ii1 faire tendre \". — x en premier. apres m, — 0.
‘i1 faire tendre m. — O en premier. ensuite \". — x.
La premiere limite correspond a ¢ € m.. il s'agit d'un régime ou le couplage est faible.
(e premier cas. ou les relations suivantes
. oy . .~ .
N — x.gN.=const. . m.>g~1/\.\. 113

ont valables. a été considéree par 't [looft [96. 97]. Dans la limite .\". large. en addition-
nant les diagrammes planaires dominants avant les lignes de quarks et antiquarks vivant

<ir fe hord. "t Hooft est arrivé a 'équation de Bethe-Salpeter

i
) MM .
;rotr)=|—f~—l—£-;;otr,a—ﬂ;’-P/ dy(___iy,‘;oty; r4 11
o j

on P indique la valeur principale de l'intégrale. o est définie sur l'intervalle 0. 1} et s"annule

<ar e bord et

5,

~\[1.2=m§,3—'\ .11

A\ chaque valeur propre de 'équation (.114). il v a un état [ié de masse pu. L'équation
11111 nest pas résolue analytiquement mais une solution approximative conduit a un

specire lincaire d'états liés de quarks formant des mésons donné par

ol
D E

(o =glmn—im{=mi =2 lnn~.... n=12._. i4.1161

. est la masse de ['état lié. le méson. La fonction a deux points (le condensat chiral) a

St deéterminée par Zhitnitsky 193],

Vo fe—

i - AL
) = A TS }

(L1117
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Witten (93! a donné une interprétation originale des barvons dans le schéma d’app-
roximation pour le développemement .\’ grand. Les barvons sont des états complétement
antisymétriques de .\, quarks et leur masse est de l'ordre de .\". [98!. Dans la limite
du couplage faible. le spectre non perturbatif du modele QCD ., contient en plus des
mesons. des états additionnels dont la masse diverge comme 'inverse de la coastante
dn couplage: les solitons. Witten a suggéré que les barvons sont de tels solitons et que
lenr masse diverge avec .\ ot 1/.\". est “la constante du couplage™ de !'interaction forte.

Dans 949, 100! les barvons sont interprétés comme des solitons d'un lagrangien effectif.

La <econde limite correspond a un régime ou le couplage est fort. g 3> m.. Dans ce
cas. le spectre est différent {101, 102. 103}, Steinhardt {103] a calculé la masse des etats
[1é¢ suvants: soliton (barvon). anti-soliton (anti-barvon: et soliton-antisoliton (barvon-
antibarvon: et Bhartacharva {1021 a montré que le spectre dans la limite chirale est

A=
= —— Ni
M []v . BRI
Notons que dans le cas .\, = . (4.118) coincide avec la masse du boson du modéle de

schwinger. Grandou et al. "104] ont déterminé le condensat chiral.
v~ —g NP 119

ot g est arbitraire. 14,119} confirme le résultat de Zhitnitsky (4.117) obtenu dans le

. , .
regime du couplage faible.

4.4.2 Amélioration de I’hamiltonien

Hamer a ¢tudié la QCD . sur réseau en utilisant les fermions de Kogut-Susskind et S{7(2)
comme groupe de jauge [103]. Le spectre dans la phase de 't Hoott 14.113) a été investigué.
[cl. nous considérons le cas des fermions de Wilson 719]. Comme nous allons le voir. les

resultats montrent que les observables physiques dépendent du parametre non physique
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r. le coefficient du terme O(a) introduit par Wilson pour remédier au probleme de dédou-
hlement. Dans le but de réduire l'erreur due a ce terme. nous proposons un hamiltonien
ameliore en nous inspirant de ['action de Hamber et Wu (4.75). Nous introduisons des
rermes de correction évalués uniquement a l'approximation des diagrammes en arbre dans
I'hamiltonien fermionique. Etant donné que l'erreur de discrétisation dans |'hamitonien
de jauge est d'ordre a*. nous considérons seulement 'amélioration de la partie fermionique

de hamiltonien.

Dans la section 4.3. nous avons décrit le formalisme canonique. Considérons pour
Vinstant uniquement les degrés de liberté fermioniques. D apres (4.39). (1.90) et 14.91:

o= avoris

g = —Z urm.[[,(r)ur—-k‘—‘[‘_{ — ke — 4k II—Z me(rivir
-— fl.l'!'-" ,_(.r)u'lr—ék)—'2:.'(1‘!-*—1,’£!I—k|t'l.r—k)'i 11200
Qu —! :
Wil a = u, est je pas du réseau spatial. & est un vecteur unitaire ayant une seule com-

pusante. ¢tant donné que la dimension spatiale est égale a un. Les ~; sont maintenant les

matrices de Pauli. Nous ecrivons |'hamiltonten (4.120} dans la forme suivante:

He = H.,~H.-H. 1121
H,., = myarlrlri (4122
1 — .
H. = ZZL‘GII‘;A-[|I.&PL‘(I—%-;CI 14,123
H. = }Y[;(I)u‘ir)—E(r}('(r.k}w’r%—k!] i4.124)
dg L=
.k

Nousz avons utilisé une notation condensee. la somme est sur les deux directions opposees.
=k et ~_, = —~;. Le champ de jauge (w(z) = [ (. k) est associé au lien entre r et r —k.

I".. est un Alément du groupe de jauge SUi\%) tel que ({z. k) =7ix -k k).

De facon similaire a ['action de Hamber et Wu 1-4.75) ou un nouveau terme d’inte-

raciion a eté ajouté a l'action de Wilson pour éliminer |'erreur d'ordre a. nous proposons
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I'hamiltonien améliore [107].

HTPos? = Hy + Hrove o grmeroved (4.125
HmProved = %Zar)jkf(r.k)t'(rél:)
Tk
- %Z;(.rr‘;k['t.r.'lk)z.'lr—f'.21:; (4.126
ok
Himproved Q%Z:u‘)wrv
ok
- cljz%z;(r)['l.r.kit'ir+ki
- CQ%Z;tri['(r.Qkiur—-—Ek.\ i4. 127

on e 2k =0 U =k k).

Déterminons maintenant les coefficients b,. ba. ¢ et ¢,. En posant toutes les variables

liens fgales a l'identité. nous avons dans 'espace des impulsions

s bl —_ : b-') —_— 5 .
tproves - 2 A Yoy etP R - . -~ -ip.Xa, i-f. ZS
. P vip)e™ ™ e p QGZL(pl,Le wip) i4.128)
<. <z

[n sommant sur £ = =). nous avons
rmiproved ’.bl . . i})f - FREK a0
HPth = — 2 wiprysintpaicip) — Z (pis, sini2p.a)eip) 4,129}

Le developpement de Tavlor donne

Howt = 0N Cipiey (pyiby = 2ba) — Lp’a’(by ~ 3ba) vip) — Ota*s 4.1301

LP
La comparaison de (4.130} avec le terme cinétique de ['hamiitonien de Dirac dans le
continii. nous permet d’établir les relations

bl*zb'g:l
bl—-Sb-zzo

(4.131)
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De meme
r - r -
Himeroved = vipie(p) —c— v(plcos(p;aivip)
= ulpieipi —a- ) Tlpicosiparip)
BJ D.J
r —_
- Ca— v(plcos{2p;ajuv{p) (4.132
.- Z () cosi2p;alu(p )
St on effectue le développement de Tavior nous obtenons.
grmeroved = L cipeip) — :Z?l‘pw(p)'cl ~ o)
) a " Ca -
p.J B
r - .
- - vipie(p)p.atte, = 42y — Otat 4.133
- Z pivip)p.atic 2} ' | v
r.J
Dans [a limite du continu a — 0. le terme de Wilson disparait. Nous avons alors
Cp —=Cr = |
i 134
¢y o+ 4(‘_’ = (J
Les svstemes 141315 et (4.1347 ont comme solution
1 1 1 1
hy==. ba=—==. c;==. 2= —= 4.135)
N D ’

A Papproximation des diagrammes en arbre. ces coefficients ont la meme valeur quelle

aue soit la dimension 1d + 1 considérée et quel que soit le groupe de symétrie de jauge.

Notons que {e cas particulier
4 l ,
bgzl. b:v:U CL =35, Cr=—7 14,136)
3 3
correspond uniquement a |'amélioration du terme de Wilson.

La QCD en deux dimensions a certaines propriétés qui simplifient énormément son
Stde:

i

® [c terme d'interaction magnétique est absent et le facteur des tadpoles vaut () =

a cause du fait que {, = '] = 1. Seul le terme électrique apparait dans 'hamiltonien
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décrivant les degrés de liberté de jauge qui. d apres {4.82) s'écrit

2a

Hy =Y T p iy (4.137)

o une theorie de jauge en 1 — 1 dimensions est super-renormalisabie. il v a juste un nombre
fini de diagrammes de Fevnman qui divergent. La dimension canonique du couplage est

nue puissance inverse d une longueur

Jlaz: = ga R

Les effets quantiques des tadpoles sont alors supprimes dans le secteur fermionique comme

(ig7,.ar — Ola1 et comme O(g?,,a*) — Oia') dans le secteur gluonique.

Par consequent. la restriction de ["amélioration de ['hamiltonien uniquement a |'app-
roximation des diagrammes en arbre est suffisante. Nous nous limitons alors aux valeurs
ces coctheients by by ¢y et ¢; données par 14.1331. Ce programme d’amélioration a été testé
dans le cas du modéle de Schwinger 107]. Dans ce qui suit. nous déterminons le spectre
de la QCD, ., sur réseau et la valeur movenne du champ composite (w'e) () (le condensat
cuiralr 19 . apres avoir diagonalisé ['hamiltonien par une méthode variationnelle utilisée

anssi dans 1070

4.4.3 Formulation de 'aprroche variationnelle et

transformation de Foldy-Wouthuysen

Ponr illustrer la formulation variationnelle. considérons le cas des fermions libres. D apres

1,126 'hamiltonien sécrit:

b — b —

improved 1 . , 2 ) .

= T = — ATprie = k) + = ot~ 2k

{ H: 5g g CLT et (s } o N Clrim,u )
Tk

NS
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r. _, § N r -, .
- — Z vizjeir) —~cp— Z viz)uv(zr + k)
2a 2a
=k .k
r - ‘
- Cg—-—ZET‘IIL'|I+2kl (1.139
2a
Tk
Eerivons le spineur v a deux composantes sous la forme suivante
<
~
L"I’ = |\‘L.1'1'0§
0’
Nous détinissons le vide nu (bare vecuum) par
£10) =nid) =0 NI

Les deux composantes du spineur sont couplées dans (4.139) via les matrices ~,.. le vide

nmi nest pas un état propre de H. Soit Q... le vide physique et Eg son energie.

fres
Pour decoupler les deux composantes du spineur. nous introduisons la transformation
nnitaire (1080

H =exp(—iSiHexpus) 4142
[l s"agir d'une transformation similaire a celle de Foldy-Wouthuvsen 109]. Le vide

physigue peut étre exprime par
1Q ey = explteSHO 14143

L'operateur & peut étre construit explicitement. Dans les cas des fermions de Wilson

.7 = 01 ont des fermions naifs (r = 0. il est donné par [103]

"f)
s |

I

I
~
i
~
o

.

u
r__::;j_1
N

P \4
5
1:
3]
N——
]
"y
P
A
—
A=
e
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oit p est l'opérateur impulsion. Dans l'espace des impulsions. le nouvel hamiltonien H’

S ecrit

oy
I
[~
3
|
i

l -~ E icycosp;a —cacospsai || cos28,

4

- 4, bx-‘-ngcos‘n_,a sin 26, 5 cipie(p)

cos28, — (m +

PR

l - E icycosp,a — cacos2p.a)

i\

sin 20,

A, (bl + by S cos pJ.a)

Y :(pri-,;z.-p"‘m,%up; (4,145
l.e choix de ¢, el que

A, (b1 =~ b S cos pia)
ran‘lﬂpz 4.146
m- =z (1 - Z,‘-Cl COs p.d — €3 CeE 'lp_.a'r)

Siimine le terme rimpair) couplant les deux composantes du spineur dans 14.143+ et min-

imise ['energie du vide
Eoo.. = Qe HiQgo., = (0[H 10

= —\.\"% m=°i1-— 5 {cycosp,a —cycos2n.a) || cos 20,

D !

~ Ag | b+ b Y cos p;a | sin 20, 4. 147

o A" et \": sont respectivement le nombre de couleurs et le nombre de saveurs. La

iransformatiom (4.142) permet de diagonaliser I'hamiltonien décrivant des fermions de

Wilson libres. Nous avons

HEQ_."N:-./ = EQIF,,?Q}?‘:SP (41489
aNee
En,.=—-\A7Y A 4.149)
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ou
hal

I — Z(cl COS p.a — €3 COS ’2p_;a))

+y L/2

- -’{p (bl - bg Z Ccos pja> 4,130
I

Lexpression 14.1501 de A, est simplement la relation de dispersion. Dans la limite du

RE
[P R}

= ; m —
et

continu a — . avec p.a fixe. nous avons

4;—°\ m2+p3 1.

I
y—
(W]}
p—

obtenant ainsi la bonne relation de dispersion dans le continu.

4.4.4 Etat du vide et spectre mésonique du modele: une seule

saveur de quarks

Considérons maintenant |"hamiltonien total

H = HmProvs = [ - ff, (4.152)
ot HZ7" ot H, sont donnés respectivement par (4.126) et 14,137, H = [['F7"" est

nn operateur invariant de jauge

GHr) H =0 i4.1531

- .

Ol & est le générateur de la transformation de jauge donnée par i4.92). Nous définis-

<ons maintenant le vide physique interactif par
Q) =0 4,154

o1t [operateur unitaire S est défini dans |'espace de configuration par

Nrun
< <
S 8,5,

n=1{
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S, =1 Z elinveUlr kel + ky
.k

Sy o= iy wltmglin 2kie(z + 2k
Ik
S; = iZL"'1rm.L'lr.3k)L'(r~f-31:)
N
i4.133]
et ) est e vide nu défini par
)0 = pir)0) = EZin|0) =0 14156

Notons que GH ). = 0. Les angles 0, sont des parametres variationneis fixés en mini-

misant ['énergie de 'état fondamental. [is sont solutions des équations

OE

C’H? =0 1-4.1537)
ﬂ > 0. i=1...... A i 1138
98,* e

irardnizant la stationnarité de ['énergie de |'état fondamental

< QUHIQ >

£a = < Q>

=< 0iH 0 > 11,139

. . ’ - . . . 4 . . .
<ons leurs variations. La base de la détermination du nouveau hamiltonien A est ['aigebre
de jauge définie par les relations de commmutation i-4.79). 14.80) et la regle de quantifi-

cation canonique

{Li tsy} = 0a30-y/a 14.160)

Les excitations dyvnamiques ou encore les états massifs sont creés par des opérateurs

invariants de jauge de ia forme suivante:

A ‘r+n A
O.tr) = Z R H('(j) Ch s 4.1611
1.6=1 J=z 7 ik

("t opérateur annihile une particule au site r et en crée une autre au site r = inf. En

zgis<ant sur ) > par une superposition d opérateurs de ia forme [107. 110!

N
05 220,‘1‘:! 4,162

=1
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nous créons un méson de quantité de mouvement nulle et avant une énergie telle qu une
paire de quark-antiquark soit reliée par un tube de fux électrique (coloré) de longueur

Hnda.

Le meson vectoriel formant un état singulet du groupe de jauge est créé en agissant

sur 2 > par une superposition d'opérateurs i,,. de la forme O, (4.162)

lg = 1 Lir)selird

T = iZEI’r}m[’ir.k}L'(r ~ ki

Ik

l, = iZ i Ul 2k e (e = 2k)
.k
Iy = Z wiziy Uic. 3k vl = 3k)
.
4.163)
("e premier érat excite est décrit par 1'état variationnel
N
1= Y A e (4.164

Pour que 17 =oit orthogonal a 'état fondamental. nous avons soustrait la valeur movenne
V., de 'opérateur 15,. Sa norme est donnee par

-1

cirun

A= Y AL, 0L 11,163
1.n2=0
'f)il
'1' s - H e N .
C“Z"‘l :""::?‘n;,‘ (1,166
La movenne de 'hamiltonien dans I'état 17 s'ecrit
AV
<VIHW >= ) Ao A HYL (4167
ny.na =0
ol
Hy . ="V HiV,, (4.168)
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l.a srationnarité de

< VIHIV > ,
Ev == (4.169)
< Vit >
sous la variation des coefficients 4,
JdEv OEv dEy 0 1170
; =z = = 1.0 0U)
dAo Ay a4,
est egiivalente a
'\7:‘;un
v v
Y iHy, - Bl 04 =0
ny =0
det|HY — EvU' [ =0 ERY
St nous classons les valeurs propres par ordre croissant Lo < £y <., < Evv . la masse
i midson vectoriel est donnée par:
My = Eqg—- Eq i4.172)
Le choix des parametres de troncature NY et N3 . est guidé par la convergence des

résulrats physiques. Nous pouvons estimer la masse du meson vectoriel dans la limite du

continu a partir de la relation
My alMlv
_— = i4.173)

9 Glart

l.a formulation de la théorie des champs quantiques sur réseau a |'aide des fermions
de Wilson brise explicitement la svmétrie chirale. Cette brisure de symeétrie chirale est
traduite par les identités de Ward (4.45). Par conséquent. le condensat fermionique

i, est différent de zéro dans la limite m — 0 et devrait étre soustrait 111. 112}
(LU gy = (LU = ¢ LU fras Y

o1, dans le cas d’une seule saveur.

ey = —=(QeeiQ)mao 11,1750
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et
- 1 E)Eﬂjr—c[
UL fuge = = |m=0
LN, om ™
-<iz
= -+ dpaq |l —Z(Cl cos pja — ¢y cos 2p;aj
-/a \
- Z'C‘ COs p;a ~ ¢y cos2p.aj
Y sinp.a 1
Lt } 2 . . -
- —— e e - : {.
- by - ngcosp,al L176)

Dans 11,176+ L est ie nombre de sites sur le réeseau et j = 1. | e je.e dépend de la valeur

de r choist. Sihy = 1. b =0. ¢y =1 et ¢» =0 (fermions de Wilson non améliorés:
— A A 2rsin® pa/?2 .
LU frme = == dpa- - T RNV
Ik "2rsin® pa/2)? = sin” pal
g =1
W) e = — & LTS

qui ne s‘annulle pas a cause du terme de Wilson.

Darns la limite du continu. le condensat chiral est donné par

SRIE v -
. rcomt ) sub (1179)
g Giat:

Nous supposons que les membres de droite de (4.173) et (4.179} sont indépendants g,...

La brisure spontanée de la symeétrie chirale est causée par le phénomene de l'anomalie
chiraie. Il n'y a pas de plons interprétés comme des bosons de Goldstone dans le spectre
de la théorie des champs quantiques en 1 —1 dimensions {94!, Dans le cas des fermions de
Wilson. nous ne pouvons pas ajuster le couple (r.m) appartenant a |'espace des parametres
e facon a atteindre la limite chirale comme dans le cas de la QCDj.;. Par contre. elle
pent étre approximee par la limite m — 0 pour autant que l'erreur due a la discrétisation

soit suffisamment petite. Dans le cas des fermions de Wilson. cette approximation n’est
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pas justifiée [113] quand gia: et a ont des valeurs finies a cause de I'erreur O(ra). Mais si
on introduit des termes d’amélioration. elle devient physiquement raisonnable [11. 107]

parce que le terme de brisure de la symétrie chirale est assez petit. i.e.. Oira?).

4.4.5 Résultats numériques

Nous avons diagonalisé 'hamiltonien en adoptant une méthode variationnelle. La préci-

slon de la méthode variationnelle. fréguemment appliquée a des cas ou |'énergie fonda-
mentale ne peut étre obtenue perturbativement. dépend d'un choix judicieux de la classe
des tonctions d'essai. Dans notre probleme. cette classe est donnée par (4.134) dans e

cas e ['étar du vide et par (4.164) dans le cas du premier état excité. le méson vec-

toriel. Les Jeux classes de fonctions d'essai (4.154). i4.164) dépendent respectivement

des parametres de rroncature VI et N} = correspondant chacun a des nombres de
parametres variationnels.
Dans le calcul numérique. nous avons pris N3, = 3et N\ =2 Si VI =3
I'éneraie de 1'é41at fondamental
< QIO >
Lo = —= =< 0l 0> 1130
< Q10 >
~7 ie condensat chiral
- ]' ' - | >
= ivr) = —={Quri) o (4131
L\,
dépendent de trols parametres variationnels:
EQ = EQ(01.02.93). = \(01.02.93) (4.182)

Pour chaque valeur fixe du couplage 1/gi,::. nous avons déterminé les parametres ;. 8-

et £ en cherchant une solution du systéme non-lineaire

9Eq
5. =0
Ly i3 (1183

a9,
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Donc a chaque valeur de 1/gi,::. correspond une solution de (4.183) nous permettant de

dérerminer le condensat chiral ainsi que 1'énergie de |'état fondamental.

v

Apres cette etape. avec .\, . = 2. |la diagonalisation de la matrice (4.171) de taille

3 ~ 3 nous a fourn! ia masse du meéson vectoriel.

Dans le domaine 1 < 1/g7,, < 2. les résultats semblent converger mais leur dépen-
dance au parametre de Wilson r persiste. Cette dépendance n’est pas due en fait a la
valeur dn nombre de parametres variationnels mais plutét au terme de Wilson Otra) qui
st la principale source de ['erreur. L'hamiltonien amélioré corrige cette erreur. permet-
tant ainsi de reduire la dépendance des résultats physiques du parametre de Wilson et la

violation dinvariance d’échelle.

Dans la Figure 4.3 er la Figure 4.4. nous présentons 't/ s/ drar: €n fonction de
i y7,.. en prenant des fermions de Wilson. Dans la Figure 4.3 le groupe de jauge est
S22 alors que dans le cas de la Figure 4.4 le groupe de jauge est SU(3). De nouveau.
avee des fermions de Wilson. la Figure 4.5 et la Figure 4.6 presentent respectivement
w My g en fonction de 1/g7,,, dans les cas des groupes de jauge SU(2) et SU(3). Nous
constatons que les resultats correspondant a » = (.1 different d'une maniere considérabie

des resultats correspondant a r = 1.0. Cetrte différence est due a ['erreur d’ordre Oira:

au rerme de Wilson.

Les resultats dans le cas de 'hamiltonien amélioré sont présentés dans les Figure 4.7.

Figure 4.8. Figure 4.9 ot Figure 4.10. D'apreés ces figures. nous observons que la

ciffdrence entre le cas r = 0.1 et r = 1.0 est réduite. Les résultats du condensat chiral

colncident completement.

Nous avons étudié le comportement du condensat chiral ainsi que la masse du premier

#rat excité dans la limite .\, large.

Dans la Figure 4.11. nous présentons (vt en fonction de 17\, .\, = 3.1.5.6.

Nons avons comparé nos résultats numeriques avec le calcul théorique de Zhitnitsky {115:
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requation 14.117} dans le régime du coupiage faible}. Nos résultats numériques sont en

narfait accord avec les prédictions théoriques de Zhitnitsky.

Dans la Figure 4.12. nous présentons la masse du premier état excité en fonction
1

de 1 AT. N = 3.4.5.6. Les résultats numeériques sont de nouveau en accord avec les

prédictions théoriques de Bhattacharya [102] (équation (4.118}1.

4.4.6 Conclusion

Nous avons discuté dans ce chapitre les notions de bases de la théorie de jauge sur un réseau
espace-temps sous sa forme hamiltonniene et lagrangienne. Nous avons montré son utilité
comme theorie physique. Nous avons montré aussi comment cn préservant |invariance
v jange. les techniques du réseau permettent une régularisation non-perturbative de la
(JC'D. Nous avons discuté les difficultés de cette méthode de régularisation comme le
dédoublement des fermions et la svmétrie chirale. la violation d’invariance d'échelle et la
fimite du continu. Une discussion des solutions a ces problemes était apportée. Dans
le cadre dn programme d’amélioration de la discrétisation. nous avons étudié la QCD
en P = | dimensions en utilisant une formuiation hamiltonnienne. Nous avons calculé le
condensat chiral et la masse de I'état singuiet du groupe de jauge. le meéson vectoricl. en
ntiiisant un hamiltonien amélioré Oia®). En comparaison avec les résultats correspondant
aix fermions de Wilson sans amélioration. nous avons observé une réduction significative
e 'erreur Otra ). Nous avons présenté aussi des résultats dans le cas de différents groupes
de jauge + . = 2.3.4.5.6). Nous avons abouti a une bonne concordance avec les calculs

analviiques.
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Figure 1.5 La masse du boson vectoriel avec avec des fermions de Wilson et groupe
de jauge SU(2). alMi /gia: en fonction de 1/4f,,, dans le cas \. = 2.Croix: r = 0.1,

losanges: r = 1.
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Figure 1.6: La masse du boson vectoriel avec avec des fermions de Wilson et groupe
de jauge SU(3). aMy /gia: en fonction de 1/g7,,, dans le cas A = 3. Croix: r =0.1.

losanges: r = 1.
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Conclusion générale

Dans cetre these. nous avons étudié les aspects physiques non-pertubatifs en élaborant une
approche numerique. Nous avons ainsi développé une méthode consistant a construire un
hamiltonien etfectif décrivant la physique de basse énergie. a partir d'une action donnée via
I« méthode Monte-Carlo. Le parcours habituel dans ['élaboration dine nouvelle approche
consiste dans un premier temps a |'appliquer a un modele simple. Le but est d’acquérir un
<avulr-taire applicable a des modeles pius complexes. Nous avons alors choisi la mécanique
aquantique comme un premier modele d’application de la nouvelle méthode Monte-Carlo
hamiltonienne. Les résultats que nous avons obtenus sont tres encourageants. Tonutes
‘s raisons physiques de la construction de 'hamiltonien effectif que nous avons avancées
concernaient le domaine de la théorie des champs et de la mécanique statistique. Un
hamiitonien cffectif permettrait d’aborder numériquement des problemes physiques liés a
ces deux domaines. En effet. en théorie des champs quantiques. le nombre de particules
1est pas conservé: un champ quantique est une superposition d'une infinité de modes de
vibration harmonique et en mécanique statistique les phénomenes critiques. par exemple.
mettent aussi en jeu le couplage d'un nombre de degrés de liberté infini. L'appiication de

la methode Monte-Carlo hamiitonienne a ces modeles est présentement sous investigation.

Quelle est 'interpretation physique de ['action quantique que nous avons introduite au
) p physiq q

cnapitre 27 Premierement l'intégrale de chemin implique ['action classique et sa descrip-
rion de 'évolution quantique est contenue dans la somme des contributions de plusieurs

cneming incluant des trajectoires classiques. La plupart des chemins intervenant sont
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cdifferents des trajectoires classiques. Dans notre action quantique. un seul chemin inter-
vient par construction. [l s’agit d'un chemin classique. solution de l'action quantique.
Les effets quantiques sont maintenant contenus dans les coefficients de la nouvelle action.
Quelle est l'interprétation de la trajectoire correspondant a l'action quantique? Décrit-
ciie 1e mouvement d'une particule? En fait. nous avons introduit une particule effective
i quasi-particule . Son comportement est différent de celui de la particule quantique: nous
avons vi que sa masse change. Néanmoins. cette particule effective se déplace d'une po-
sition initiale a une position finale durant un certain temps avec la méme probabilité de
transition que la particule quantique! Par ailleurs. le concept de particule effective ou
auasi-particule est souvent introduit. Le polaron ou la paire de Cooper dans la theéorie
BCS dde la supraconductivité en sont des exemples. Les résultats que nous avons obtenus

dans le cas des svstemes a un degré de liberté sont les suivants:

- ta valenr des parametres de ['action quantique proche de celle des parametres de ["action

ciassique quand le temps de I'amplitude de transition est court.

- la convergence des parameétres de |'action quantique avec le temps de l'amplitude de

Transition.

- ries parametres d’action quantique indépendants des conditions aux limites conforme-

ment a ce qui eté postulé par la conjecture.

Girace a ces résultats. nous pouvons alors envisager d 'étendre cette méthode a des systemes

avant plus d'un degré de liberté. Nos futurs projets porteront sur le chaos quantique.

Nous avons étudié la chromodynamique quantique {QCD) sur un réseau bidimen-
<ionnel en utilisant une formulation hamiltonienne. Pour minimiser les erreurs dues a
ia regularisation du modele sur le réseau. nous avons employvé un hamiltonien améliore.
Etant donné que dans le secteur de jauge ['erreur due 2 la discrétisation est de l'ordre a*
et qu'en | — 1 dimensions les contributions des tadpoles sont absentes. nous avons con-

sidére uniquement |'ameélioration du secteur fermionigue pour minimiser l'erreur d’ordre



. De plus. la QCD en deux dimensions est une théorie de jauge super-renormalisable.
(irace a cette prapriété. nous avons montré comment les résultats numeériques du conden-
sat chiral et du spectre de masse s'améliorent en fixant les coefficients de 1’hamiltonien
amelioré uniquement a l'ordre zéro en h (& 'approximation des diagrammes en arbre:.
La prochaine ¢tape intéressante sera de généraliser cette méthode a la QCD en 3 = 1
dimensions. Certes. cette généralisation sera laborieuse: en plus du nombre extrémement
éleve de degrés de liberté, il faudra également tenir compte de 1'ameélioration du secteur
de jauge et du secteur fermionique. Nous pensons néanmoins que cette opération sera

réalisable et pourra apporter des contributions dans la compréhension de la QCD a basse

clergie.

Pour terminer. ajoutons que la méthode numeérique que nous avons adaptée pour cal-
suier "action renormalisée en mécanique quantique pourrait s'appliquer a la détermination
des actions ameéliorées utilisées dans les simulations des théories des champs quantiques
sirr reseau. ('es actions ameéliorées. tout comme |'action renormalisée que nous avons in-
iroduile en mécanique quantique. contiennent des corrections quantiques et permettent
e balaver 'espace de configuration physique dans les simulations Monte-Carlo d'une
maniere plus efficace que 'action classique et permettent d’acceélérer la convergence vers
fa limite du continu. L'exemple des théories de champs quantiques sur réseau montre que
fe role joue par les actions ameéliorées ou quantiques est d une extréme importance. Apres
touni. la quantification d'une théorie des champs classiques définis dans le continu ou sur
11N reseau revient a déterminer ['action quantique. Nous pouvons appliquer la méme chose
a la mecanique quantique grace a notre définition de l'action renormalisée. Nos futures
perspectives de recherches portent sur l'approfondissement de ce lien et la sophistication
de notre algorithme de détermination de ['action renormalisée afin de pouvoir élargir ia

dimension de 'espace des parametres.



Annexe A

Processus stochastiques

I'n processus stochastique r(7) est défini par la donnee de la famille de probabilités

H.IIOT()..Z'[Tl.....I_\‘T'_\‘ ld.l'(_)...dl'\'. N=0.1.2... AL
e trouver riTy entre &y et rg —drg. ry et ry ~dr,. ...ry et ry +dry aux temps 7. 0.

-, ....7v. Ces densités de probabilité satisfont aux relations de compatibilite.

BN ToT0. D17 e cenn IXNTY) 2 0

b degdrydryWizere. Lyme e rvry ) = 1

it Wirgm. ry7. ... 2v7yv ) est une fonction symeétrique de ses arguments

roroy=0.10N

AN f 11.1'.\‘”‘(17070.1‘17'1.....I_\'T'\') = I"(IQTo.IlTl......L'.\'_lr_\'_[i

On considere la probabilité conditionnelle de trouver ri~1entre zx et ry +dry au temps
- sachant que It T se trouvait entre rg et ro—drqg. Iy €l Iy —dTy. ...Ix_j el TN —dIN-;

aux temps T, K <L S tavop itvog STy

- - - “’(.‘:g.‘r 1T e SN TN
PLINTNITN TN =L - ToT0) = n

~dr v A2

Wizermg.21T1eee o N1 TN =1 )



Annexe A: Processus stochastiques 160

Le processus a la propriété de Markov si
plry T.\"l-r.\'—lT.\'—b e ToTo) = pf.I’_\'T.\'lI'\'_;T;\'_I } A

est indépendant des temps 7. ....7v_; antérieurs a Tx—_; et piTy7Tair7) est la probabilité
ae transition du processus. Pour un processus de Markov. on conclut de (A.2) que ce
processus est entierement déterminé par la probabilité de transition et la donnée de la

istribution initiale WWizgrg). On déduit en effet de (A.2V et iA3ique iy <7 < ... <

Vo STy

1y LPTQe L T vee INTN Jd’l’o...dl‘.\‘ =

= PITN.TNIINC1. TN e PET T 0. 7o) (2T iALd
lin exprimant la relation de compatibilité (iv)
/ dr W rgry. o7 . 12m0 = Wirgmg. ram ) PALT
a l'aide de (A4}, on obtient les équations de Chapman-Kolmogorov
/ dr\plIa. 72| Ty. 7 )PLTL. T1iT0. To) = PlTa. T2iTo. To) 1ALGH
Finaiement. le processus est (faiblement) stationnaire si
PlT2. 7.7 ) =Dlra (T2 — 7y )i2y.0) PALTS
Dans ce cas. on peut associer un générateur (& au processus. de telle sorte que

Plry.miz.0) = (rajexp(—7G) ). ->0 FA )

s0it le noyau intégral du semi-groupe exp(—~(G). Le mouvement brownien correspond
aux choix particuliers 11.6).

A tout processus de Markov faiblement stationnaire (avec espace des états continu ou
discrety on peut en principe associer une intégraie de chemin a l'aide des formules (A.4}

et + AN comme nous l'avons fait dans ia section 1.1.3 pour le mouvement brownien.



Annexe B

Formule de Trotter

Nous démontrons la formule de Trotter dans le cas d'opérateurs bornés!

Al = sup Aol < < (B.1
Gei=t
[l faut montrer que
lim {C" = D*' =0 iB.2y
T =2,

ot on a pos¢ O =expitd+ Bi/n). D =expid;niexp! B/n). les exponentielies étant

détinies par leurs séries convergentes en norme. Ainsi
10 Sexp (LA = By) < exp (L]l = [ Bll)) B3

1D < Jexp (4] Lesp (2) § < exp (LiflA]l = | BI)) B4

De plus le développement des exponentielles au premier ordre en 1/n conduit a

C:-[“,‘%f“,t'—B);.O{nL_\‘) {B.3,
D=l[—ﬁ%.-\*O{#})([‘—;‘:BI—O(;‘%)) iB.6)

-La démonstration s’étend 2 une classe d opérateurs non bornés comprenant ceux qui nous intéressent

-jans les applications au mouvement brownien et a la mécanique quantique {26].
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Annexe B: Formule de Trotter 162
ce ui entraine
HC — D =O(;‘;) (B.7)
Er estimant l'identite
Cr—D" =Y C*YC-D)D* (B.&)
k=1
rermie a terme a l'aide de (B.3). (B.4) et (B.7) on obtient
Cr=DM 2 HC=DEY_ICTT o
k=1
< n;iC'—Di}exp(""t‘H:\-‘-—BH;)=O()—f:) iB.9)

n

ce aqii démontre (B.2).



Annexe C

Intégrale gaussienne

On effectne sur 1 1411 le changement de variables { A~ existe a cause de 11.42))
r=A"a=y (.1
Utilisant la svmétrie de 4 et A1, 141} s'écrit
[tA.ay=-exp(}(a. A7 a)) / dyexp (3iy. Ay)) (C.2;
i vertn de hypothese 11.-41). A est de la forme
4 =4 -4 4 =RAA =34 iC.30

o1 oAy et A4 sont des matrices réelles svmétriques simultanément diagonalisables. [l existe

done une transformation orthogonale ¥ = Oy. de jacobien egal a 1. qui diagonalise 4.

Ainst
/‘dyexp(%ly..{yy] = H] dy, exp (—1M,57) 1C
: i
= H\Z—jzvl—;(cet 4,72 1 C.5:

d'on le résnitat (1.447.
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Annexe D

Calcul des déterminants des fluctuations

et formule de Van Vleck

D.1 Calcul des déterminants par la méthode

de Gelfand-Yaglom

La premiere étape consiste a montrer que l'intégrale des fluctuations (1.100) est donnée

Dar

/U(T‘:dis(.)]exptva‘g(f.Df))=V’m D
oll gil.tyr est la solution dg I'équation différentielle
{m%-f—l"'(fc(t))}g(t.to)=0 iD.2y
avec conditions initiales
gity.to) = 0. Lgt. to’l:::c =1 iD.3y

La version discrétisee de i1.100) est

N

\‘I . Bl Y
. / d€,...dEy exp {—, o2& = Gt = ) iD.4)

k=0
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Annexe D: Calcul des déterminants des fluctuations

ot formule de Van Vieck 163

On a posé & = Sitme). (S0 = Exvay = 0). g = Vizaime)). k=0...... V.t = tg = k=,

=1t =ty /N =1. Dy est la matrice N x N

2 -1 0 0 \ (/-‘1 0 0
-1 2 -1 0 wusr O 0
Dv==21 0 -1 2 0 | —: 0 (D.5:
—1 0
0 0 -1 2 \ 0 0 px |

On peut écrire la formule (1.100) sous la forme

, 1 -
T obm (rhet (D)) 2 = s—_m N
\ Trihe h_r}(} (sdet (ZDyv)) 2 = \V TRaltial iD.6!
avec jes définitions
gtt.tgr = lir_t{}g.\-. gy = A\, Ay =det ( -;TD\,) iD.T

Pour caleuler Ay, on applique la formule du développement du déterminant selon les
cioments de la derniere ligne de la matrice iz;m)Dy. Cela conduit a la formule de

recurrence

Ave = ('—’ - f—:'/»t.\"—x) Av —-Avo, (D.S)

Fn examinant les matrices Dy et Da. on voit que les conditions initiales pour cette équation

recurssive sont

-~

—n_ — - ; :
A =2—-Zp Ag=1 A =0 iD.9i
compte ienu des definitions (D.7). la relation {D.8) peut se récrire comme

ANa1=29Nn=gx -

m——fz——*-u‘\--.lg_\‘ =0 (D.10,

gl=5(2—%;tl). gog = =. _/.]_1:0 (D.11

“Pour une matrice n x n A =ia,;). det 4 =3 7_, (—1)"""q,, detimineur de ay, ).

e =L



Annexe D: Calcul des déterminants des fluctuations

et formule de Van Vieck 166

On se souvient que dans la discrétisation (D.4). on doit considérer que g; et u. sont
évalués au temps ti.. cest-a-dire gp = g(t) et pp = V" {r.it)). Par consequent. (D.10}

devient

Ltgp—2g(t—ctgl—gl(t—=2=.t
m (3’( a1—23( al—g( G)

= )-%-"“f.r:(f;;))g(f—:‘.fo‘}:O (D.12)

"ou I'on conclut que la fonction g(t.to) définie dans (D.38) satisfait & I'équation différen-
tielle +D.21. Il reste a déterminer les conditions initiales en ¢ = tg. Il suit de (D.111

qure

g = gltg=:z.tgi —= 0. =0
=90 = Jltore.to)y—y{ta.le) 1 P D D !';I

- c

ce qut tmplique 1D.3 ).

D.2 La formule de Van Vleck

On peur exhiber une solution de (D.2) de la fagon suivante. La trajectoire classique est
déterminee par son point de départ ro = rify: et son point d'aboutisssement & = riti-.
Consideérons-la pour un moment comme fonction de fy. ry et de la vitesse initiale vy =

drisv ds _ et introduisons
J{s.to. ro. vo) = 5= Ils.tg. Io. o) AIRRY

Puisaque d'une part

Iris.tg. Ig. L‘0]|s=:0 = TIq ‘DI'-J"
est indépendant de v et que d'autre part
dzis.tg. ILg. 1:0)/'8553::0 = Uy iD.16]

“Par souci de hrieveté, nous omettons l'indice “c¢”. Dans tout ce qui suit z{t} est la solution de 1.93)

soumise aux conditions aux limites i 1.92).



Annexe D: Calcul des déterminants des fluctuations

et formule de Van Vieck 167

la quantité (D.1;] satisfait a

.]fS.f().l’o. L'o)is=:0 = 0. %J(S.to.l‘o. o) =1 (Dl?l

i
is=rg

Fu différentiant 'équation du mouvement (1.93) par rapport a tg. on obtient

0=m— (a—r)-’—"”(r)%sz—:;. 1" (D.1S

s \ Aun s

ce quii montre avec (D.17) que .J est une solution de (D.2} avec conditions initiales (D.3}.

[."unicité de la solution impilque
4

gli.tg) = Jlt tg.To. g1 = ﬁ'.}'ll‘.to.xo.{'g‘l 1D.19)

On sait de plus en mécanique classique que la dérivée partielle de ["action Sir.zg.t. ty

par rapport au point de départ donne

—'—"— = —-ml'U 'D.._).U'

= D.21:

Finalement. {'introduction de ¢ D.21} dans (D.1) démontre la formuie de Van Veck 1 1.104 .
Il est facile de se convaincre par inspection que la dérivation qui conduit a i D.1).1D.2) ainsi
aue celle présentée ici se généralisent sans changement si le potentiel dépend explicitement

du temps: la formule de Van Vleck reste donc valable pour un systeme non conservatif.

D.2.1 Relation avec la trajectoire classique

Sile potentiel est indépendant du temps. on remarque que gj(t) = drit)/9t est aussi

solution de «D.2i. En effet par différentiation de I'équation du mouvement.on a
0=4< (m%t'l_tl -1 sr{t;)) =mEZ ity =V irty et (D.22)

1

/



Annexe D: Calcul des déterminants des fluctuations

et formule de Van Vieck 168

Une seconde solution indépendante g(t) est construite par le théoreme du Wronskien qui
athrme que

i g N 97

G159 — Gz =1 (D.23)

ou de facon équivalente

Yar integration de (D.24) on trouve®

ggnglm/ dsy—‘; (D.25)
to :

[La solution générale de (D.2) est donc de la forme

7718

t
git . tol = cpgiit) = cagalty = g1 ) (cl —c3/ ds—.l—) (D.26:

i
On deduit {acilement que les conditions initiales (D.3) imposent ¢, = 0 et 2 = g1itg).

dot be resultat

glt.tg) = L‘ltlvttg';/ a’su.l iD.27)

MEll
to

SLes choix de la constante dans le wronskien (D.23) et de la constante d’intégration dans (D.23) sont

arhitraires
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